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Qunnd MM. Milbaud et Girot m'ont fdit part de 
leur intention de traduire ma Théorie Générale des 
Fonctions qui, publiée en 1882, avait même été rédigée 
environ cinq ans auparavant, j'ai voulu profiter d'une aussi 
belle occasion pour remanier quelques passages, pour 
insister sur plusieurs points qui ont acquis aujourd'liui 
plus d'actualité, enfin, pour faire quelques additions. Ces 
changements ne touchent d'ailleurs nullement au fond 
des matières exposées dans mon livre. Au contraire, les 
critiques assez nombreuses qui en ont paru, plus souvent 
encore contradictoires entre elles qu'en opposition avec 
mes vues, m'ont convaincu plus que jamais que j'ai réussi 
à mettre au jour la vraie nature de la connaissance exacte 
et dos concepts métaphysiques sur lesquels elle se fonde. 

Paul du Bois-Reymond. 

Berlin, 15 Mai iSS7. 
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Le souci trop exclusif de la rigueur donne à l'enseignement 
des malhémaliques une Forme souvent dogmatique. Ceux qui 
ont reçu cet enseignement dans les lyc.éeg ou les facultés sont 
longtemps sans comprendre qu'il puisse y avoir, à propos de 
ces sciences, des questions capables de diviser les penseurs, et 
toute discussion pliilosophique sur les notions essentielles des 
mathématiques est souvent mal accueillie par la simple raison 
qu'on en sent difficilement la nécessité. 

Or, voici précisément un livre, écrit par un émioent géomètre 
do Berlin, rempli de discussions savantes sur les concepts 
fondamentaux do grandeur, limite, fonction. Que la manière 
de voir de l'auteur soit juste ou inexacte, peu importe : il met 
en question des problèmes philosophiques du plus haut intérêt 
touchant ainsi à ce que les mathématiciens considèrent trop 
d'ordinaire comme une arche sainte ; Voilà pourquoi, il nous 
a paru utile d'en publier une traduction. 

Nous n'entrerons pas dans les débats (|ue soulève ce livre. 
Nous voulons seulement, pour préparer h sa lecture ceux qui 
ont puisé leur instruction mathématique dans des traités pu 
cours spéciaux, faire comprendre à grands traits comment les 
mathématiques peuvent donner lieu h des discussions intéres- 
santes sur l'origine et la formation de leurs concepts. Nous 
ferons voir pour cela que l'enchaînement rigoureux des déduc- 
tions auquel tend l'enseignement est, en réalité, postérieur au 
développement normal de ces sciences et qu'il n'atteint cet 
idéal de rigueur que pour devenir de plus en plus formel et, 
par cela même, de plus en plus subjectif. 

Quand on ouvre un traité de mathématiques, on est frappé 
de l'importance du rôle que jouent les déflnitions. Chacune 
d'elles sert de base à un développemenl plus ou moins long 
formant tout un chapitre nouveau. Ce sont, pour ainsi dire, 
les éléments vitaux des malhémaliques : la puissance de 
déduction de l'esprit semblait épuisée sur les premiers objets 
de ses études ; une définition survient et apporte un nouval 
aliment à son activité. C'est ainsi que les définitions semblent 
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chaque fois assurer une prolongaLioii de vie aux mathémati- 
ques de manière à on reculer les bornes h l'infini. — Or que 
renferme une définiLion ? — A quelle condition est-elle accep- 
table î 

Une définition a pour objet de construire une chose ou un 
fait à l'aide de certaines propriétés reliant l'élément nouveau 
à ceux déjà connus ; et lit seule condition imposée à ces pro- 
priétés paraît être qu'elles ne présentent eatre elles aucune 
contradiction logique. C'est le seul point sur lequel on juge 
utile d'insister, quand, en mathématiques, on sent le besoin de 
Justifier une définition. Mais alors la première impression que 
donne la lecture d'un traité spécial est des plus étranges. Il 
semble que l'esprit puisse se donner libre carrière : n'a-l-il 
pas, pour créer ses définitions, un champ sans limites ? — et 
non seulement on sent bien que la science mathématique ne 
saurait avoir de bornes, mais encore on se demande s'il ne 
pourrait exister une infinité de mathématiques distinctes de 
celles qui sont enseignées, si enfin celles-ci ne sont pas dues 
à un caprice de l'intelhgence humaine qui se serait plu à suivre 
une voie parmi tant d'autres également accessibles? — Bn 
géométrie, passe encore I On se sent vaguement guidé par des 
corps, par des formes, semblables à. ce que nous montre le 
monde extérieur, mais que dire de l'analyse, maintenant 
surtout que, grâce aux travaux de reconstruction desLagrange, 
Gauchy, Abel, etc.... il est facile de parvenir aux notions les 
plus élevées sans faire intervenir d'autre donnée expérimentale 
que le nombre. (') 

Pour se rassurer et voir disparaître le caractère capricieux 
et arbitraire des mathématiques il faut remonter à la genèse 
d_e3 notions qu'elles étudient et regarder un peu par-dessous 
cet arrangement parfait qu'on nous présente aujourd'liui. 

On distingue ordinairement les mathématiques pures et les 
mathématiques appliquées, les premières étant la géométrie et 
l'analyse, les autres étant des applications de celles-là. C'est 
mal indiquer qu'une seule question de degré justifie celle 
distinction. La géométrie et l'analyse sont les premières et les 
plus simples applications de la mathématique, c'est-à-dire de 
ces suites spéciales de déductions, de ces méthodes logiquea 
particulières qui appartiennent à toutes les sciences mathéma- 
tiques, abstralion faite de leurs objets. On sait d'abord que les 
données premières de la géométrie et de l'analyse sont puisées 
dans le monde extérienr. La géométrie lui emprunte l'étendue, 



[') Voir l'Introduction à l'étude des foiiïtloiis (i'u 
M. J. Tannery. 
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le point, la ligne droite, avec loules leufs ppopriélés intuilÎTes. 
L'analyse est fondée sur lo nombre, donl-l'idée nous est fournie 
par l'expérience, et sur ses propriétés. Ce sont là des vérités ■ 
naïves sur lesquelles il est inutile d'insister. Mais les points 
de départ ainsi fixés, l'iadéterminalion du chemin à suivre 
n'en subsisterait pas moins, si la géométrie ou l'analyse no se 
laissaient guider par des données extérieures, et c'est précisé- 
ment, en dépit des apparences, ca qu'e!!les font sans cesse. 
Nons ne voulons pas parlerici seulementdu postulai d'Euclide 
qui, loin d'être un axiome logique, est nettement déjà l'atfir- 
malion d'un t'ait expérimental. On peut le Joindre aux données 
initiales. Gelles-ci sont si complexes qu'il importe peu de penser 
ou non que ce fait nouveau est impliqué dans les notions 
intuilivessur lesquelles est fondée la géométrie. D'ailleurs, il 
n'y a eu d'arrangement d'aucune espèce dissimulant le fuit 
tout nu, et il y aurait peu d'intérêt à dénoncer ret emprunt à 
l'expérience. 

Mais il y a plus : tous les éléments nouveaux qu'étudie la 
étrîe, angle, angle droit, cercle, longueur de circon- 
;e, etc., ne sont suggérés que par le monde extérieur. Il 
e en analyse du nombre fractionnaire, du nombre 
,ble, de la limite, etc. Les nombres imaginaires 
eux-mêmes sont apportés par l'expérience, quoique cela 
paraisse paradoxal. C'est qu'ici cette expérience s'est affinée, 
pour ainsi dire, et est devenue la constatation du résultat d'un 
calcul OU d'une transformation algébrique. Mais lont cela est 
loin d'être évident. Chaque fois qu'un nouvel objet d'étude est 
suggéré, les mathématiques se l'assimilent au point d'en dissi- 
muler l'origine, on plutôt, à l'occasion de cet élément, elles 
construisent logiquement un être nouveau, elles le créent de 
toutes pièces, et ai l'unique souci qui les guide paratt-être la 
non contradiction des propriétés dont elles l'affublent, et la 
possibilité de les exprimer à l'aide dos éléments anciens, en 
réalité la pFéocoupation première a été que cette création 
logique cor r es pondît ex acte m eut h l'objet concret. Cette préoc- 
cupation est peu visible, parce qu'elle importe peu à la rigueur 
des raisonnements ; mais, si on ne veut pas laisser auxmafbé- 
matiques une beauté parement platonique, s'il faut qu'elles 
méritent leur titre de science, tous ces développements logiques 
sont destinés à être utilisés dans la connaissance générale du 
monde physique, et alors, pour la solution du problème le 
plus simple, on sera bien obligé d'admettre l'identité de l'objet 
extérieur et du concept purement logique ; A cet instant précis 
se trouve dénoncée l'origine expérimentale de toute définition : 
Si on a pu la dissimuler, c'est à la seule condition d'y substituer, 
pour l'instant de l'application, une proposition indémontrable, 
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un véritable posLulaf, par lequel nous affifmons que nos 
théories logiques peuvent donner l'explication d'un fait objelif. 
Quelques exemples simples aideront h. éclaircir ces idées. 
Après l'étudo de quelques propriétés des lignes droites 
considérées ensemble, la géométrie utilise ces propriétés h 
l'occasion d'un éiément nouveau: le cercle. La définition qui 
lui sert, pour ainsi dire, de passe-port est la suivante : La 
circonférence de cercle est le lien géométrique d'un point situé 
à une distance donnée d'un point délerminé. Traduisez : Que 
parle point déterminé on mène une droite quelconque, qu'on 
prenne sur celte droite, h partir du point, une longueur égale à 
la distance donnée ; l'extrémité de cette longueur est ce qu'on 
appeiie un point de cercle, La possibilité de consiruire ainsi 
autant de points de cercle qu on voudra, voilà tout ce que 
contient la notion de lieu géométrique qui entre dans cette 
définition. On déduit de celle-ci toutes sortes de propriétés ; par 
exemple, une droite qui a un point commun avec un cercle en 
a un second; un diamètre partage le cercle en deux parties 
symétriques, en d'autres termes, h tout point de cercle on 
peut en faire correspondre un second symétrique par rapport 
à un diamètre quelconque , etc. — La considération des 
polygones inscrits, c'est-à-dire dont les sorameLs sont points 
de cercle, permet de définir la longueur de la circonférence, ce 
sera la limite des périmètres des polygones inscrits dont le 
nombre des côtés augmente indéliniment. 

Dans tout ce développement il n'entre en aucune façon l'idée 
de la forme du cercle, de ce rond parfait que nous lirons par 
abstration de ceux que fournit l'expérience. Ce rond est formé 
par un contour continu ; il divise le plan en deux parties, 
l'une qu'il limite et que nous disons intérieure et une autre 
extérieure; toutes notions absolument distinctes de ladéfinilion 
et des déductions géométriques. De même le concept purement 
logique de la longueur de la circonférence est essentiellement 
distinct de ce que par intuition nous entendons par la longueur 
d'un rond, le tour d'une roue, par exemple, ou la longueur 
d'un fil d'abord exactement appliqué sur la conférence de la 
roue, puis déroulé. C'est ainsi que là même où les mathéma- 
tiques semblent être le plus voisines des objets concrets de 
l'intuition expériraentaîe, elles se développent parallèlement 
à ces objets, et sans jamais l'aire disparaître la dualité qu'of- 
frent la donnée des sens, affinée même par l'abstraction, et la 
construction logique de l'esprit. Mais ici du moins ce parallé- 
lisme est assez parfaitpour que nous sentions fort bien comment 
a procédé la géométrie. L'expérience a d'abord fourni non 
seulement la notion du cercle, mais une foule de ses propriétés; 
parmi celles-ci à une époque de beaucoup postérieure, le 
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jhoist celles qui, tout eu ne s'exprimant qu'à 
l'aide de droites, de points, et de longueurs, lui paraissaient le 
mieux caractériser le cercle concret et il a construit avec elle 
la théorie du cercle. Mais qu'on demande seulement, par 
exemple, quel est le tour d'une roue dont on doune le ra^on, 
commfint résoudre le problème k l'aide do la géométrie, si on 
n'admet l'identité entre lalimite des périmètres des polygones 
inscrits et le tour même de la roue ? L'arrangement par lequel 
00 a chassé l'expérience est trahi à cet instant par un postulat, 
celui précisément qui, en réalité, avait conduit à la définition 
logique. 

L'exemple précédent nous reportait à une époque reculée 
de l'histoire des mathématiques ; en voici un au contraire qui, 
bien qu'emprunté à l'arithmétique élémentaire, répond à des 
tendances actuelles. Au commencement du chapitre des 
fractions, en arithmétique, on accepte ordinairement un fait 
d'expérience : lu partage de l'unilé en parties égales. L'égalité 
de deux fractions ou la supériorité d'une traction sur une 
autre s'expliquent par la considération de deux longueurs, 
par exemple, mesurées par les fractions, La donnée expéri- 
mentale qui rompt en arithmétique la chaîne des déductions n'a 
donc pas disparu. Mais cependant rien n'est plus aisé que de 
dissimuler ici l'origine du développement nouveau. Appelons 
fraction le symbole formel composé de deux nombres entiers 

écrits l'un au-dessus de l'autre /-r-J. Convenons de dire que 

deux fractions sont égales quand les termes de l'une sont des 
équimultiples de ceux de l'autre, définissons somme, différence, 
produit, quotiant des fractions les résultats aaqueîs conduisait 
la considération des quantités concrètes, etc. Les définitions 
étant toujours conformes h ce qui résultait pour nous de la 
donnée expérimentale, rien ne sera changé à la suite du 
chapitre sur les fractions. ïl est probable que tôt on tard on 
exposera ainsi couramment ce chapitre, Mais qu'on trouve alors 

la solution s ^ -q- au problème le plus simple, où l'inconnue est 
une longueur, il faudra bien admettre, pour l'interpréter, que 
5 représente deux fois le tiers do l'unité et, en somme, on 
rétablira ainsi tout ce qu'on aura paru supprimer. 

Ces exemples suffiraient peut-être à montrer la marche des 
sciences mathématiques : elles se développent naturellement 
sous l'impulsion de l'expérience, mais cachent tôt ou tard sous 
des constructions logiques l'origine de leurs concepts. En voici 
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une dei'nière uL in li5 fessante confirmation Urée de l'analyse 
supérieure. 

Supposons qu'à un instant quelconque de l'histoire des 
mathématiques, on sente le besoin d'utiliser une propriété 
nouvelle des quantités concrètes : il ne sera pas toujours facile 
de l'énoncer simplement, de l'expliquer, de la ramener h 
d'autres connues, de débrouiller les éléments complexes qu'elle 
implique. Il se peut cependant que des esprits élevés devinent 
comme par instinct qu'il s'agit là d'une notion féconde, et 
qu'un développement fondé sur elle réalisera un grand progrès 
dans la connaissance générale des choses. A priori, nous 
n'avons pas de peine à admettre l'existence de tout un long 
chapitre mathématique construit sur des notions qu'on n'expli- 
que pas : la géométrie et l'arithmétique n'ont-elles pas pour 
données initiales des concepts impossibles à définir? Si nous 
supposons enfin que les chercheurs appliqués aux idées 
nouvelles, frappés de l'intérêt des résullals, se soient avant 
tout préoccupés d'en enrichir la liste, la reconstruction logique 
des données expérimentales risquera fort de rester longtemps 
inachevée; longtemps^ la branche analytique qui aura ainsi 
poussé brusquement semblera ne point se rattacher au tronc 
primitif. C'est précisémenllà ce qui s'est passé pour l'analyse 
supérieure, pour cette partie de l'analyse qui traite des incom- 
mensurables, des limites, des séries et produils infinis, des 
infiniments petits, des différentielles, etc. Le fait, expérimental 
qui en est le point de départ, et dont l'introduction dans 
l'analyse remonte fi une époque impossible à. fixer est la notion 
du devenir de la quantité concrète, du passage continu d'un état 
à un autre. Après avoir suggéré bien des travaux, cette notion 
parvintàsadernière et complète consécration dans les méthodes 
qu'inaugurèrent Newton et Leibnitz. Mais l'exposé de ces 
méthodes est loin d'avoir toujours présenté l'enchaînement dont 
les traités nous donnent aujourd bui le tranquille spectacle. 
Ce n'est que difficilement, et au prix de longs efforts qu'a été 
définitivement arrêté chez nous, depuis Gauchy et Duhamel, 
l'exposé di; l'analyse iiiflnitésimale. Le problème de recons- 
truction logique qui devait en l'aire une suite rigoureuse des 
chapitres antérieurs est-il complètement résolu ? Nous allons 
faire voir qu'il ne l'est pas d'une façon absolue dans l'ensei- 
gnement actuel, sauf à montrer ensuite comment un pur 
formalisme peut fournir cette solution. 

L'exposé que présentent au^jourd'hui les cours d'analyse et 
qui a pour point de départ la définition mathématique de la 
limite, réduit le fait expérimental que nous avons signalé à un 
simple postulat indémontrable, le principe des limites, qui 
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s'énonce ainsi : Si une quantité variable croit sans cesse, 
tout en restant inférieure à une quantité déterminée, elle a une 
limite. 

Duhamel en donne la démonstration suivante : (') 

« Soit A la valeur au-dessous de laquelle est toujours la 
M variable, et B uue de celles qu'elle prendra ; qu'on parlfige 
« l'intervalle de B à A en parties égales aussi petites que l'on 
M voudra : ia variable pourra bien dépasser tous les points de 
« division, mais ne peut aller jusqu'à l'extrémité; il pourra 
u aussi se faire qu'elle ne les dépasse pas tous, et alors il y en 
« aura un qui sera le dernier qu'elle dépasse ; elle restera 
donc toujours comprise entre celui-ci et le suivant, c'est-à- 
« dire dans un intervalle aussi resserré que l'on aura voulu et 
« dans lequel elle ira toujours en croissant. En subdivisant 
« cet intervalle en un nombre aussi grand qn'on voudra de 
« parties égales, on reconnaîtra de même que ia grandeur ne 
« peutse Irouverque dans un nouvelintervalle fixe entre Bel 
« A, et d'une étendue aussi voisine de zéro qu'on le voudra. 
" Il existe donc une certaine valeur fixe entre B et A, dont la 
« variable s'approche indéfiniment; elle a donc une limite. » 

Le raisonnement est rigoureux jusqu'à la conclusion exclu- 
sivement : Quant à passer de ce que l'intervaHe qui comprend 
la grandeur peut devenir aussi petite qu'on veut à l'existence 
de la limile, ce n'est pas moins difficile que d'admettre d'em- 
blé" la conclusion, sans démonstration aucune. Ainsi que le 
montre nettement M. Paul du Bois Reymond, la diminution de 
l'intervalle qui comprend la grandeur n'atténue pas la difficulté 
qu'il y a à concevoir la limite. Le raisonnement de Duhamel 
cache une illusion ; et cela est si vrai que souvent, au contraire, 
pour expliquer qu'une grandeur resserrée dans un intervalle 
de plus en plus petit a une limite, on se fonde sur ce que les 
valeurs qui la comprennent forment deux séries l'une 
croissante, l'autre décroissante, admettant chacune une limile 
d'après le principe en question, et il sutût ensuite de 
remarquer que les limites sont les mêmes. 

M. Bertrand, à propos des séries à termes positifs, dit 
simplement : « Il est clair que si dans la somme u» -\- Ut -{-,.. 
« -j- Ma on prend un nombre de termes toujours croissant, 
i< les résultats obtenus iront en augmentant et s'ils ne peuvent 
« pas dépasser toute limite, ils approchent nécessairement 

[■) Duhamel, — Des mêlhodes dans les sciences dw yaisonnement. 
2"'° partie; page ild- 
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i( aulaiiL qu'on veut du plus pelU des nombres qu'il ne peuvent 
« pas dépasser, » C'est de la mCme manière que raisonne 
M. Briot. Mais qui ne sent que l'existence de ce minimum 
parmi les valeurs que ne peut dépasser la variable n'est rien 
moins que démontrée, et qu'en somme ce raisonnement se 
réduit h changer, sans l'expliquer, renonciation du fait intuitif. 
Ces démonstrations et toutes celles qu'on peut rencontrer 
reviennent au fond aux deux que développe l'auteur de ce 
livre, montrant chaque fois l'illusion qu'elles dissimulent. 
D'autre part, si on rejette toute démonstration, acceptera-t-on 
le principe des limites au même titre qu'une proposition de ce 
genre : « La même chose ne peut pas être et ne pas être en 
même temps? » Il est très clair, au contraire, que le principe 
des limites énonce un fait nouveau, une propriété particulière 
de la quantité concrète et continue. Le caractère d'évidence 
qu'il nous présente est dû h l'expérience seule. C'est bien un 
postulat que renseignement pose au début cîe l'analyse supé- 
rieure, réduisant ainsi h la vérité qu'il énonce comme à un 
minimum nécessaire la donnée qui lui sert de base. Est-il 
possible de dissimuler enfin ce postulat ? Il suffit, pour s'en 
convaincre, de lire 1' « Introduction à l'étude des fonctions 
d'une variable d, de M. J, Tannery. L'enchaînement rigoureux 
de définitions et déductions par lesquelles l'auteur nous 
conduit insensiblement du nombre entier ù. toutes les notions 
les plus élevées de l'analyse résout bien décidément le 
problème de reconstruction logique qui devait faire dispa- 
raître dans l'exposé formel des mathématiques toute lacune 
entre les chapitres anciens et les nouveaux. Pour comprendre 
par quel mécanisme simple il est possible d'atteindre ce 
résultat, qu'on se rappelle l'exemple des fractions déjà men- 
tionné. A la condition de se résoudre à un pur formalisme, rien 
n'est plus aisé que d'appliquer ici une méthode identique. 
Nous sommes convaincus qu'une suite de valeurs croissantes 
mais ne croissant pas indéfiniment a une limite, quand sous 
ces valeurs nous avons en vue des étals successifs d'une 
quantité concrète : laissons de côté cette dernière considéra- 
tion et créons, en vertu d'une définition, la limite de la suite 
des vateur.g. Ce ne sera plus uns chose concrète, vue par 
intuition sensible, ce sera un pur symbole. Nous conviendrons 
de dire qu'il est supérieur à toute valeur atteinte ou dépassée 
par la suite qui sert à le définir, — inférieur h toute valeur 
qu'elle n'attemt jamais; — nous conviendrons des circons- 
tances oîi deux symboles répondant à la définition nouvelle 
sont égaux, ainsi que des résultats d'opérations efTectuées sur 
eux, et, grdce au souci constant de faire correspondre ces 
définitions ou conventions aux vérités qui résultent pour nous 
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rie l'existence rie la limite, rien no sera changé dans la suite 
des déductions. Le principe des limites aura disparu de l'ana- 
lyse en tant que proposition à établir — et, avec lui, la dernière 
[race de tout donnée expérimentale autre que la donnée initiale 
de l'arithmétique, le nombre. Mais, pour appliquer à ce dernier 
exemple les idées indiquées à grandes lignes dans celte pré- 
face, il est bien entendu que dès qu'on touchera à l'outil amsi 
affiné pour résoudre leplus enfantin desproblèmas, ayant Irait 
h dps longueurs, par exemple, la solution ne sera juslifiée et 
interprêtée que grâce à l'opinion que les symboles correspon- 
dent à des réalités, 

La tendance à éliminer louLe donnée expérimentale autre 
que les données initiales est-elle une simple manie ries mathé- 
maticiens? — Manie dangereuse en ce cas, puisqu'elle a pour 
conséquence de donner à leur science une allure capricieuse 
e tl'ap pare nce d'un simple jeu d'esprit? — Cette tendance 
répond au contraire à une haute nécessité philosophique. Les 
éléments de notre connaissance, qu'elle qu'en soit l'origine, 
expérimentale ou rationnelle, se combinent dans noire esprit 
de telle sorte que le degré et la nature de la certitude qu'ils 
comportent sont souvent fort dilBciles à préciser. Or, la recons- 
truction logique des faits mathématiques a pour résultat de 
séparer nettement d'une part ce qui, en eux, pré-senle le 
caractère de la certitude, sinon absolue, du moins la plus haute 
à laquelle nous puissions atteindre, et d'autre part ce qui n'est 
qu'une vérité d'induction. En d'autres termes, elle a pour effet 
de créer une mathématique idéale planant au-dessus de toute 
expérience : c'est celle que connaissent surtout les mathéma- 
ticiens. Derrière leurs échafaudages logiques, ils sont bien 
réellement à l'abri de toute objection ; et c'est avec raison que 
l'évidence de leurs conclusions est prise pour le type de la 
plus complète qu'il y ait à nos yeux. Sluart Mill prétend que 
!a certitude des vérités maUiématiques est inductive. Cette 
thèse n'atteint que les vérités mathématiques objectivés, pour 
ainsi dire, énoncées à l'occasion des êtres concrets que suggère 
l'expérience. Elle nous paraît en ce cas absolument juste, car 
elle revient à dénoncer l'éternel postulat qui se cache, pour 
reparaître au moment de l'application, derrière toute création 
du géomètre ou de l'analyste. Mais elle ne saurait porter sur 
les vérités logiques de cette mathématique idéale que nous 
venons de délinir. Celle-ci semble, il est vrai, n'être point 
débarrassée des données initiales : si on y regarde de près, on 
voit cependant qu'elle n'affirme rien sur ces données elles- 
mêmes, et montre seulement quelles en sont les conséquences 
si on les accepte comme hypothèses. Enfin la confection de 
celte mathématique toute formelle nous donne néanmoins sur 
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îes choses elles -mêmes une indication précieuse : elle nous 
apprend quel est le minimun rie propriétés qu'il suffit de 
supposer dans ces choses pourjustifler l'application des vérités 
logiques. Toutes les propriétés géométriques du cercle, par 
exemple, s'étendront aux ronds concreta, s'il en existe, dont 
tous les points sont' à la Kiême distance d'un centre. L'analyse 
supérieure s'appliquera aux quantités dont il existe des états 
correspondant & tous les symboles qu'elle a créés, etc. Et ainsi 
on apprend à connaître le minimum de propriétés caracté- 
ristiques par lesquelles un fait concret peut entrer dans l'en- 
grenage des déductions de la mathématique pure. 

Voilà d'où celle-ci tire sa r.iison d'être. Mais quel que soit 
l'intérêt qu'elle présente, nous croyons avoir suffisamment 
montré que, par son essence purement formelle, die ne saurait 
donner la solution d'aucun problème de connaissance concrète. 
C'est pourquoi les traités de mathématiques, si rigoureux qu'ils 
soient, et précisément d'ailleurs en raison de leur rigueur 
extrême, ne pourront jamais rendre superflue l'étude des 
problèmes de la connaissance tels que ceux que traite co 
livre. 

Le Havre, ce 1^^ Avril 1887, 
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PRÉFACE 



Le besoin de voii- clair dans la nalure intime des intôgrales 
des équations aux diffôi-entl elles partielles du second ordre 
me conduisit à l'élude des formules gi5néraies qui, comme 
celle de Fourier, servent Et exprimer les fonctions arbitraires. 
Ces recherches m'obligèrent ensuite Et considérer l'essence des 
fonctions indépendantes de toute hypothèse et celles de leurs 
intégrales. Sur ce point, je ne parvins e( jo ne pouvais parvenir- 
à une inlelJigence' parlai le, qu'en soumeitani h l'éprouve de !a 
critique de la connaissance les concepts analytiques fondamen- 
taux do grandeur et de limite. Je veux mainLenant, dans le 
travail dont ce livre contient îa première partie, parcourir en 
sens inverse, mais en moins do lempa, je l'espère, le chemin 
que j'ai suivi moi-même 

11 s'agit, en effet, d'un ensemble de théories qui mérilent 
d'êlre bien solidement établies dans un exposé spécial et dont 
l'idée îondamentale devient évidente, dès qu'on porte sa pensée 
sur la répartition des sciences médicales. Dos ihéories générales 
s'opposent ici h des théories spéciales, comme à l'anatomio 
spéciale, Ei la paLhologio spéciale, etc., s'opposent les sciences 
générales de même nom. De même il paraîtrait à propos de 
distinguer dans l'analyse une théorie spéciale des (onctions et 
une théorie générale. 

La première, en étudiant d'une manière très générale le.s 
fonctions de variables complesca, a pour but de représenter 
des fonctions de propriétés déterminées et d'étudier la nature 
de grandes classes de transcendantes, en particulier de celles 
qui ont des relations avec les fonctions algébriques. 

La théorie générale des fonctions embrasse, à mon avis, 
lout ce qui se rattache a l'idée la plus générale de fonction : 
En tête je place la métaphysique des coucepts de grandeur et 
de \imite, comme servant de base à la théorie de l'argument, 
de la fonction, et de la condition commune de convergence et 
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de divergonco des différentes opérations infinies. Ce sont là, 
soil dit en piissanl, les questions traitées dans la première 
partie de mon travail. Puis, on trouvera la théorie çénérale 
des séries, l'étude de l'intégrabilité et de la différentiabdité des 
fonctions et les propositions générales relatives h l'intégrale 
définie ; ensuite la ttiéorie de l'expression de fonctions dites 
arbitraires h l'aide d'intégrales et de séries, mais en particulier 
les expressions de Fourier qui précisent davantage le concept 
de fonction, enfin difîérentes parties qui s'y rapportent dans la 
théorie des équations aux différentielles partielles du second 
ordre. 

Ainsi, en peu de mois, ce que contient la théorie générale 
des fondions, c'est la théorie dès rapports de grandeurs et des 
opérations en général, c'est-à-dire sans qu'on ait essentielle- 
m'ent en vue la représentation de dépendances particulières. 

Depuis que, pour la première fois en 1872, j'ai publié, sous 
un autre titre, il est vrai, une étude sur ce sujet, il a paru des 
ouvrages qui poursuivent lo mémo but. Il pourra m'arriver de 
leur emprunter maintes choses de valsur, comme je fais pour 
Monsieur U. Dini, à qui j'emprunte des proposilions impor- 
tantes sur la non differentiabilité de certaines fonctions. On 
verra cependant que mon travail pour le plan comme pour le 
fond mËme du sujet est absolument original. Cela est vrai 
assurément en ce qui concerne cette i'^ partie, mais aussi en ce 
qui concerne la suite, par exemple, le prochain fascicule dont 
le sujet est la théorie générale des séries, et oti, en dehors de 
ce qu'on trouve déjà dans les traités, j'apporte plus d'un aperçu 
nouveau. 

Comme je l'ai dit, celte première partie contient l'examen, 
au point de vue de la théorie de la connaissance, des concepts 
de grandeur et de limite et l'application des résultats de cette 
étude auxlhéories de l'argument et delafoneiion. Le innblème 
qui touche fi la théorie de la connaissance, je cro'., l'avoir 
résolu ad-assem, et ce qui garantit entre autres choses la 
rigueur de la solution c'est qu elle explique, de la façon la plus 
naturelle les paradoxes qui se sont montrés tout récemment 
dans l'analyse. 

Le concept de la limite analytique, ou {car en définitive il 
ne s'agit que de cela) celui de la limite de la fraction décimale, 
naît de certaines successions de représentations, qui ont, 
comme je le montrerai dans une autre occasion, une signifi- 
cation bien plus large encore. Selon qu'on coupe, d'après 
certaias principes, ces suites de représentations ou que l'on 
fait atteindre à la pensée leur terme idéal, il naît une double 
forme d'intuition dont on peut suivre la ligne de démarcation 
à travers toutes les spéculalions de la théorie de la connaissance. 
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Les représenlations, éléments simples delà pensée, eL dont 
la succession accompagne et régit tout acte mental, étant les 
matériaux primitifs de toute étude qui porte sur la théorie de 
la connaissance, doivent être précédées, comme notre étude 
sur les concepts analytiques fondamentaux, d'une définition 
suffisante du mot « représentation » (Vorslellung). 

En effet le sens de ce mol, quoiqu'il soit d'un fréquent 
usage, ne parait pas Être établi avec la rigueur que demandent 
son importance fondamentale ainsi que la multitude et la variété 
immense des individus qu'il embrasse. Car il ne s'agit pas 
seulement des représentations visuelles, de celles de l'ouïe et 
des autres sens, mais aussi, par exemple, des représentations 
de douleur, de gaité, de colère, de volonté, etc.. Bref, on peut 
dire que tout phénomène psychique, qu'on l'appelle perception, 
sensation, volition, est également une représentation, ou, pour 
parler plus exactement, fournit à l'esprit une représentation 
de lai-même. Or, comment préciser et délimiter ces concepts 7 
— Voici mon opinion : 

Est une représentation toute aperception q^ui peut devenir 
un objet du souvenir, et sous (a forme même quelle affecte, à 
l'instant oh la mémoire la. reçoit. El je comprends naturellement 
aussi, dam la totalité des représentations, tout souvenir qui, 
par le travail de la pensée, s'offre à la conscience. 

Ainsi se réunissent sous un môme principe simple et bien 
défini les représentations qu'on peut nommer directes cl qui 
sont les impres.-iions immédiates de nos sens, devenues cons- 
cientes, et les représentions indirectes Urées du souvenir. 

Tûbingen, Février 188S. 
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Des conce|>ls de grandeur et de limite 



Remarques préliminaires et énonciatioii la plus simple 
du problème principal 



P-dC concept do limite , on eiiLend un certain mode de 
raisonnement en vertu dacjue], de la nature d'une suite de 
vîileups susceptibles d'être mesurées ou observées on conclut 
h l'existence da valeurs qui échappent à toute perception et 
dont l'esisleoce ne peut jamais se démontrer au sens ordinaire 
du mot. Malgré toul, d'ailleurs, nous sommes habitués h nous 
contenter sans sourciller de cette conclusion que nous appli- 
quons constamment. 

Cette façon de conclure h. l'esialenco cITective d'objets que 
ne peut atteindre aucune perception immédiate ou médiate, 
osl, comme on sait, familière à certaines sciences, ou l'on fait 
appel h une manière commune h tous les hommes de concevoir 
par intuition et de sentir. Mais ne faut-il pas s'étonner qu'une 
forme de pensée, qui est à peine plus rigoureuse, doive servir 
h consolider les notions fondamentales ies plus indispensables 
et les plu^ fécondes des mathématiques, c'est-à-dire, précisé- 
ment d'une science qui plus que loutes les autres, se faU gloire 
de la rigueur la plus mélicu'euse et la plus nette, et qui chaque 
jour se montre incontestablement plus digne de sa réputation? 

Quel mathémalicien pourrait nier que (surtout dnns l'idée 
qu'on s'en fait ordinairemenl) le concept de limîle et ses 
proches parents, ceux de l'illimité, de l'infinimont grand, de 
i'infiniment petit, des irrationnelles, elc... manquent encore de 
solidité ! Le professeur, qu'il écrive ou qu'il parle, a coutume 
de parcourir à pas rapides celle périlleuse introduction h 
l'analyse, pour se promener d'autant plus aisément sur les 
chemins si commodes du calcul. 
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, qua 

les choses lea plus curieuses en dehors des chemins que suil la 
foule: Eh bien, nous nous proposons de parcourîp précisément 
ce terrain qu'évitent les autres. 

Comme c'était h. présumer, nous reconnaîtrons bientôt que 
les difficultés inhérentes aux concepts que .j'ai mentionnés plus 
haut ne sont pas de nature mathématique : elles seraient sans 
cela aplanies depuis longtemps ! Elles ont bien plutôt leur 
origine dans les éléments simples de notre entendement, dans 
les représentations. 

La solution de i'enigme, si je ne me suis pas trompé, est, 
que c'est et ce sera toujours une énigme ; seulement, cette 
énigme est, me semble-t-il, ramenée à son expression psycho- 
logique la plus simple. L'observation la plus tenace de notre 
pensée et de ses rapports avec la perception ne nous conduit 
pas au-delà de la constatation que voici : Il y a, pour l'esprit, 
deux manières tout-à-fait distinctes de saisir les choses, qui 
ont un droit égal à être prises pour l'intuition fondamentale de 
la science exacte, parce que aucune des deux n'apporte de 
résultats absurdes, du moms tant qu'il s'agit des mathémati- 
ques pures. El lorsque, da\is d'autres sciences, l'une de ces 
deux formes de pensée semble aboutir !i des contradictions, la 
majorité des penseurs a préféré jusqu'à nos jours supporter 
cet iaconvénieni, plutôt que de renoncer à l'intuition corres- 
pondante du monde. 

Toujours est-il fort surprenant, qu'alors que tout ce qui 
pouvait cacher la vérité a été éliminé et qu'on peut s'attendre 
a on contempler enfin l'image claire et nette, elle nous apparaît 
sous une double forme. Celui qui le premier a vu à travers un 
cristal transparent la double image de l'objet simple, n'a pu 
en faite témoins ses amis avoc plus d'émotion que j'en ai moi- 
même îl cet instant, oii, arrivé au terme de l'examen le plus 
scrupuleux et le plus infatigable, je dois me résoudre à exposer 
au lecteur le double mode d'intuition des principes fondamen- 
taux de notre science. 

Ces deuJi modes de représentations, je les nomme, me 
rattachant en cela à des concepts familiers, Idéalisme et 
Empirisme. Pour les caractériser tous deux en peu de roots, 
l'Idéalisme croit h la vérité de certaines formes limites de nos 
idées exigées par noire entendement, mais qui sont en dehors 
de toute perception et de toute représentation sensible ; l'Em- 
pirisme est le système de complète abnégation, il n'admet 
comme existant ou comme correspondant à l'existence, que ce 
qui peut-être perçu ; il ne se confond ainsi en aucune façon 
avec lo pyrrhonisme classique. 
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Nous avons indiqué dans ie concept de limile le problème 
auquel reviennent nos recherches acLuellea, il noua faut maia- 
tonant en montrci- plus neUemenl l'objet. 

En oherciiaiit à, donner h la question la forme la pins 
générale et la pins abstraite, au sens d'une règle de calcul qui 
se continue indéfiniment ou d'une opération dite inlînie, nous 
apercevrons tout de suite aussi la lorme la plus simple du 
raisonnement dont les formes variées qu'il afTocte dans l'ana- 
lyse n'ont pas toujours été .jusqu'ici à l'abri du reprocbe du 
manque de rigueur. Et, dans cette forme simple, il fiiudra 
ensuite analyser cette conclusion jusqu'à complète satisfaction 
de notre soif de connaître, qui, de son côté, doit se calmer en 
présence d'une limite effective de notre pouvoir de connaître. 



Des principes et méthodes 
de l'analyse oii le concept de limite forme l'hypothèse essentielle 



Nous désignerons par f (x) une suite de représcnLations 
liées à une nuire suite de représentations x de telle manière 
que, à chaque représentation particulière, x, corresponde une 
représentation particulière f (x). A cette forme la plus générale 
du concept de fonction ou dépendance uniforme répond aussi 
la manière la plus générale d'arriver au concept mathématique 
de la limite : Il sumt d'imaginer, sous les représcnlafions, des 
états comparables numériquement à d'aulres de même espèce, 
de telle façon qu'on puisse substituer h ces représentations ou 
à ces états leurs mesures numériques, ce qu'on appelle leurs 
va'eurs. s désigne alors une suite de grandeurs qu'on peut 
exprimer en nombres. Nous imaginons ensuite, pour expliquer 
le concept de limite, qu'elles augmentent jusqu'à dépasser 
finalement toute borne, à peu près comme le temps qui s'écoule 
depuis un instant déterminé jusqu'au présent qui recule 
indéfiniment. Il y a cependant une difl'érence, c'est que l'ac- 
croissement de nos grandeurs n'a pas besoin de passer par 
tous les degrés, elles peuvent procéder par bonds, comme 
font les aiguilles sautantes de certaines iLorioges, ou passer 
par des suites de valeurs se succédant sans règle et' d'une 
manière absolument quelconque. Si maintenant il existe une 
grandeur déterminée Y, dont, x croissant, f {k) s'approche 
indéfiniment, de telle façon qu'il existe toujours des valeurs 
suffisamment grandes de s, pour que à partir de ces valeurs la 
différenceY — f(x} devienne, et reste ensuite plus petite que 
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n'importe quelle grandeur si petite qu'on l'imagine, Ys'appelie 
la limile de f (x) et on écrit : 

Y — limi{x). 
Ainsi, X croissant par des valeurs quelconques, 1 est la limite de 
. ^~ , et X prenant toutes les valeurs entières, 2 est la limite 

de 1 +-—+ 4-+--"-§r- Enfin, zéro est la limite de^^. 
Au contraire il n'y a pas do. limite, par exemple, à la série des 
nombres entiers 1,2,3, ... pas de limite non plus, par -consé- 
quent, h la suiie de tous les nombres x, quand ce symbole 
représente tout nombre entier ou fractionnaire. Les phénomènes 
périodiques, comme les révolutions sidérales, n'ont pas de 
limile, supposé que le mouvement des planètes reste dans 
l'avenir ce qu'il a été dans le passé, Le concept général de 
fonction comprend aussi: les opérations dites infinies ; par 
exemple , les séries et les produits infinis , les fractions 

continues, les intégrales, etc Dans les séries elles produits 

infinis, x désigne, comme dans l'exemple cité plus haut, le 
rang du dernier élément auquel on limite provisoirement 
l'opération. 

Presque h chaque pas dans l'analyse on se trouve en face 
de cette question : Telle ou telle fonction f (k) a-t-elle ou non 
une limite, lorsque x ou bien tend vers une valeur déterminée 
ou bien croît indéRniment? L'analyse nous pose si souvent 
celle question que, pour la résoudre, il s'est amassé dans le 
cours des années un trésor extrêmement abondant de proposi- 
tions, de règles et de théories, dont quelques unes nous sont si 
familières que nous les appliquons inconsciemment comme les 
règles du calcul élémentaire. Dans les opérations iafloies, dont 
je viens de parier, on oommH critérium de con\ergenoe ou de 
divergence les règles qui décident de l'existence ou de la non 
existence d'une limite. 

Manlenant, foutes les propositions, règles ou théories, 
semblent pouvoir être considérées comme transformations et 
raisonnements purement mathématiques, grâce auxquels dans 
le cas même le plus compliqué, apparaît toujours cerlain 
critérium extrêmement simple qui résoud immédiatement la 
question de l'exislence d'une limite. Ce critérium est fourni 
par la proposition suivante qui certain emont est très acceptable 
quand même on la laisserait sans démonstration : 

Si la différence f(xi) — (fx) (xj > x), à partir d'une valeur 
suffisamment grande de Xi et pour des valeurs arbitraires de 
la diff'érence Xi — x, reste au-dessous d'un nombre choisi avsti 
petit qu'on a voulu, la fonction f (x) a une valeur limite déler- 
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minée. Mais si, pmr n'importe quelle valeur de x, si grande 
qu'elle soit, on trouve pour f(xi) — f{x) (toujours x, > xj ries 
valeurs supérieures à un petit nombre quelconque mais indé- 
pendant de la variation de x, i^x) n'a pas de limite. 

Celle proposition n'est d'aiîleurs qu'une extension de la 
règle générale pour la convergence des séries donnée par 

Gauchy : Pour que la série w, + Wj -j- aoit convergente, 

il faut et il suffit que m,„ + Wm-i-i +. . . . u„ ait la limîto zéro, 
quand m et « croissent indéfiniment. 

Je nomme la proposition concernant f(x) le principe général 
de convergence et de divergence, parce qu'en elTct je trouve 
que dans tous les raisonnements concluants, de moi connus, 
touchant la limite, on finit toujours par reconnaître que dans 
cette règle réside la force de la démonsiration. 

On peut affirmer que ce principe, de concert avec la défi- 
nition de la limite d'après laquelle il faut concevoir une 
grandeur Y dont la différence avec f[x) tombe au-dessous de 
toute quantité quand on Fait croître x, teprésenle phychologi- 
quement une grande partie du domaine mathématique, tout au 
moins la partie de ce domaine qui traile des difficultés inhé- 
rentes aux concepts. Dans ce sens, nous pouvons dire que 
notre recherche sur les concepts fondamentaux des malfiéma- 
tiques revient à la complète intelligence de ce principe. 

Il comprend deux parties, l'une affirme l'existence d'une 
limite et l'autre l'exclut sous une condition déterminée. Le 
concept de limite est ainsi chaque fois supposé. En réaliié, il 
s'agit avant tout de la première partie parce que des voies 
purement mathématiques conduisent de la première îi la 
seconde. Maintenant, on peut démontrer la proposition, de 
même que la règle fondamentale de Cauchy, très facilement 
de plusieurs manières et cerlainementiivco ce degré de rigueur 
dont peuvent se flatter les démonstrations d'autres principes 
connu". Mais si, dans de pareilles démonstrations on revient de 
plus en plus aux idées élémentaires dont elles sont formées, 
et qu'îi chaque conclusion on se pemande à nouveau si elle 
est bien satisfaisante, on découvre alors dans chacune d elles 
au moins un point qui correspond à une lacune dans la suite 
de nos représentations, où sans transition quelque chose 
survient dont on ne cherche même Jamais à démontrer l'exis- 
tence. Ce quelque chose est la limite môme. Si près fie nous 
qu'elle soit placée, un abîme insondable nous en sépare tou- 
jours ; la continuité des représentations est interrompue quel- 
que part. On atténue ce fait en disant : passer à la limite, pour 
exprimer le saut que l'on fait par dessus cet abîme, mais ce 
mot indique bien à quel point on a conscience d'une lacune. 
En eiïet, si on ne connaît pas déjà la limite d'une fraction, 
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comme dans no3 exemples simples donnés plus hdut, mais 
que, la condition posée parle principe généfal étant remplie, 
on arficme que la fonction doit avoir une limite, voici alors 
exactement le sens de ce qu'on affirme : Le symbole i{x) crée 
ou engendre une grandeur dont on ne savait rien jusqu'ici et 
qui, sans l'opération lïx), n'avait pas besoin non plus d exister. 
Mais en quoi consiste une grandeur limite ainsi engendrée ? 
Comment doit-on la concevoir ?... 

11 1 

Bi, par exemple la série, 1 + "o" + 2~2 "^ g g '^ + . . . a 

pour limite 2, c'est-à-dire un nombre, comme on peut l'établir 
facilemunt en faisant voir que ce nombre salisFait h la condition 

1 1 \ 

delalimitef c'est-à-dire que la difTérenceâ — ( 1 +"ô-+''"2nl 

quand n croît indéfiniment, devient aussi petit qu'on veut, 
aucun homme n'a encore vu le nombre ou la fraction décimale 
ou une autre chose quelconque qui représente la limite delà 

suite i + -^ + ô— û+ p q "7 + - ■ ■ Personne n'a vu le résultat 
numérique de l'extraction de la racine carrée de 2, supposée 
prolongée indéfiniment, résultat que nous désignons par |/^ 
pour effectuer sur ce symbole fautes les opérations aussi 
naturellement, par exemple, que sur le nombre 3 lui-même. 
Si cependant on affirme que ces limites existent, ou bien cette 
affirmation est fausse, ou bien elle a besoin d'une expliuation 
qu'on cherche vainement dans les ouvrages de mathématiques 
spéciaux et à plus forte raison dans les écrits philosophiques 
qui s'y rapportent. 

Toutefois, la formation de la limite par la variation absolu- 
ment indéterminée d'une fonction !)[x) (c'est ainsi que nous la 
supposons jusqu'ici) est évidemment comme f(x) elle-même 
un ensemble très vaste de représentations oîi nous nous efibr- 
cerons plus lard d'apporter de l'ordre dans le chapitre qui a 
trait au principe général de convergence et de divergence. I! y 
a un cas particulier du principe général, suivant lequel une 
fonction qui varie toujours dans le même sens (*) et qui n'aug- 



(") Expression abrégée pour déaignei" une fonction qui ne fait qu'aug- 
menter ou que diminuer chaque fois qu'elle varie. Cela n'exclut pas qu'elle 
soit constante dans des intervalles entiers ou partout. C'est ce que 
I^jaune-Dirichlet voiilait désigner en disant : la fonction ne diminue jamais 
ou n'augmente jam^s. (Dove's Repert, Bd I, Darsfallling WillkuhplÎBher 
Functionen durch. Reiiien). M. Neumann a proposé naguère d'appeler 
monotones, des fonctions soumises aux restrictioiis en question, et nous 
ferons aussi usage de ce terme, où cela paraîtra convenable. 
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meute ni ne dimminue au-delà de toute limite, doit nécessaire- 
ment avoir une limite déterminée. Il conviendrait déjà bien 
mieux, comme représentation plus simple, à la recherclio de 
l'origine da concept de limite, et enfin il présente lui-même 
dans un cas tout spécial un mode de construction de la limite 
bien plus simple encore grâce auquel, comme je le montrai 
aussi dans le chapiire cité, la lacune que j'ai relevée dans 
la déduction des propositions générales se trouve diminuée. 
J'ai en vue l'expression habituelle de ce qu'on nomme les 
irrationnelles h l'aide de fractions décimales illimitées. Elle 
équivaut ainsi, pour nous, à l'expression la plus simple de tout 
ce qui dans l'analyse des opérations infinies apparaît encore 
en définitive comme non démoniré. 

Dès que l'origine de la limite de la fraction décimale n'aura 
plus d'obscurité pour nous, le charme sera rompu et l'analyse 
sera maîtresse chez efie. Elle gouvernera alors aussi aisément 
et sûrement dans l'immense variété des rapports de grandeurs, 
que l'a fait de tout temps la théorie dos nombres entiers, 
dans son domaine plus étroit. 

On le voit, les réflexions que suscite le mode de raisonne- 
ment fondé sur lo concept de limite pourraient déjà être 
soulevées par les opérations arithmétiques les plus usuelles, 
comme le développement d'une fraction décimale illimitée. 
Seuloment.danslesmathématiques élémentaires où les fractions 
décimales illimitéee ne servent tout au plus qu'au calcul , 
qu'est ce qui aurait pu éveiller le soupçon que tout n'y est pas 
absolument net? L examen du problème de la limite qui va 
suivre a été bien plutôt amené par certaines combinaisons 
HOuvelles et hardies qui prennent naissance quand on tran- 
sporte aux variations des fonctions les différences infiniment 
petites du « cunlinuum > des nombres, et c'est précisément 
dans ces combinaisons qu'ont paru surgir des difficultés de 
conception insurmontables. 

En effet, Fourier qui, en donnant aux géomètres des 
exemples nombreux de discontinuité des fonctions, nous a 
mis sur la voie de la notion moderne de la fonction analy- 
tique, ne connaissait pourtant que des fonctions continues, 
comme celles que l'on avait étudiées jusqu'à lui , et ne 
présentant que dans des points isolés des interruptions de 
continuité, h savoir des changements brusques de valeur. Cette 
représentation trop restreinte des fonctions, comme devant, à 
l'exception de quelques points isolés, varier d'une manifre 
continue à l'instar des fonctions algébriques et des transcen-r- 
dantes les plus simples, c'est Lejeune Dirichlel, que je sache, 
qui le premier en a fait sentir l'insuffisiince. Mais ces idées 
préconçues sur la marche des fonctions n'ont disparu pour tout 
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de. bon que devant les fonctions continues qui n'admettent' pas 
de dérivées, et les fonctions toujours discontinues et pourtant 
inlâgrables fonctions qui ont été sauvées pour la science, du 
trésor d'idées qu'un des plus profonds et malheureusement des 
plus laconiques cherclieurs do ce siècle a emporté dans son 
tombeau prématuré les unes, par des élèves dignes de son 
enseignement, les autres, par une circonstance heureuse, 

Vne rapide sur la recherclie qui va suivre 

U[ie recherche aussi sérieuse que celle que nous allons 
faire sur la démonsltation du concept delà limite, devrait 
raisonnablement se demander avant tout : En quoi consiste 
une démonstration mathématique ? Quel critérium la (era 
déclarer satisfaisante ou défectueuse? Laissons pourtant de 
côté ces questions embrouillées. Je crois que pour juger la 
valeur d'une démonstration, on peut aujourd'hui s'en fler au 
sens logique, devenu depuis quelque temps beaucoup plus 
délicat, d'un, mathématicien de profession. La définition scien- 
tiflque de la démonstration mathématique, réussira peut-êlre 
lin jour par une voie analogue h celle qu'a ouverte la logique 
du calcul de Boole, que M, Scbroeder, en la remaniant, nous 
a rendue plus accessible. 

• Il est pourtant bien évident que, pour démontrer ou conce- 
voir, ii faut relier à une représenlalion initiale déjà c-iistantc 
ou h un concept (c'est-à-dire h l'ensemble de qualités communes 
à une classe de représenîations) une représentai ion finale, qui 
est précisément l'objet nouveau à démontrer ou h concevoir, 
etcelaà l'aide d'une chuîoe de représentations don tl a génération 
successive et continue ne surprend jamais, jamais ne trouble 
la quiétude de noire conscience allenlive, Pour concevoir, 
l'esprit remontera de la représentation nouvelle à la repré- 
sentation initiale ; pour démontrer, il suivrais chemin inverse. 
En tout cas, notre étude qui porte sur les valeurs numêriqu.'-s, 
exige que nous mettions tout d'abord en pleine lumière la 
représentation première ou le concept initial, qui ne peut être 
que le concept de la grandeur d'une façon générale et tout 
particulièrement, pour parler avec plus de précision, de la 
grandeur mathématique considérée surtout dans son rapport 
avec le nombre. 

Après avoir solidement établi le concept de grandeur 
mathématique ncus pourrons attaquer notre problème princi- 
pal, le concept de limite, ou tout siraplomenL; la recherche de 
la limite d'une fraclion décimale. Là, notre pensée devra, 
comme nous l'avons dit, suivre deux voies différentes. Nous 
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tâcherons de déoripe deux modes d'inLuilion absolument 
opposés l'un à l'autre, dont aucun cependant ne saurait avoir 
notre prétérenoe. Pour les développer aux yeux du lecteur 
tout-à-fait indépendamment l'un de l'autre avec leura pro- 
positions inconciliables, j'ai adopté une l'orme particulière 
d'exposition. 

Que le lecleui' veuille bien se supposer par la pensée dans 
le cas suivant. Après que je me serais par occasion, entretenu 
avec deux savants amis sur les intuitions fondamenldes de 
l'analyse, je les aurais priés de mo communiquer leurs idées 
par lettre avec plus de détails, ce qu'ils m'auraient promis de 
faire do bonne grâce. Ensuite j'aurais, avec leur permission, 
soumis à chacun des deux le.s communications de l'autre, et 
j'aurais ainsi provoqué cet échange écrit d'opinions que je me 
permettrai de soumettre au lecteur, après avoir analysé le 
concept de grandeur. Je me sois efforcé de faire raisonner mes 
deux interlocuteurs avec la même rigueur, et il ne dépend donc 
pas de ma bonne volonté que le lecteur réussisse à montrer 
une faute de logique dans les raisonnem'Uls de l'Idéaliste ou 
de l'Brapiriste.Tj'Idéalisle prendra le premier la parole. 

L'idée, suivant laquelle deux modes d'intuition essentielle- 
ment distincts pour les concepts fondamentaux de l'analyse, 
sont non-seulemeot indiqués dans ce qui soit, mais réalisés 
méthodiquement, peut d'une manière générale s'entendre 
ainsi : à l'égard des limites, ou termes hypothétiques de nos 
suites de représentations qui ne sont graduées qu'en plu.s ou 
en moins, nous avons coutume de prendre posiiion de diffé- 
rente manière suivant nos dispositions naturelles ou notre 
éducation ; aucune raison logique n'entrave la liberté de notre 
choi::. Cette pensée semble d'ailleurs être aussi un excellent 
guide dans les principes fondamentaux d'autres domalui^s de 
la connaissance humaine, comme je me propose de le montrer 
sous peu dans un travail spécial. 

, lien est de la limite du nombre décimal sur laquelle la 
foule ne voit ni ne veut accueillir l'ombre d'un doute, comme 
du fameux axiome d'Euclide. 

A quels efforts ont dût. s'astreindre les esprits les plus 
distingués pour démontrer chacune des vérités dont l'évidence 
apparaît spontanément & un garçon charpentier ! Mais le but et 
le bénéfice de ces recherches ne furent pas seulement une pure 
certitude géométrique, mais une intelligence plus profonde du 
mécanisme de la pensée humaine. Car, pour trouver l'origine 
de ces intuitions géométriques naturelles, il fallait analyser 
la représentation d'espace qu'a l'esprit Immain et remonter 
jusqu'à la manière dont il l'a acquise. 
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La. conclusion des considéralions suivantes, qui doivent 
servie d'introduction à la tliéorie générale des fonctions, sera 
fouraie par la théorie malhémaliquc du concept de limite et du 
principe général de convergence. C'est seulement après une 
aussi longue traversée sur une mer philosophique, que nous 
foulerons pour la première fois avec celte question un terrain 
■"""■'imalique, etil ne nous arrivera plus désormais, — i:e 
a résultat de noire étude sur les concepts — de sentir ce 
us manquer sous les pieds. 
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CHAPITRE I 

Des Grandcars m Quantités mathématiques 



INTRODUCTION 



Par grandeur ou quantité mathématique (quantum, quan- 
titas. Grosse) on entend, une qualité commune il des otijels de 
différentes espèces, par rapport à laquelle ils sont comparables 
numériquement, comme leur longueur ou leur poids. Cepen- 
dant loutes les suites de représentations qui peuvent être 
soumises atix opérations mathématiques sont loin d'être 
comprises dans cette définition. Généralement parlant, il faut 
entendre par grandeur ou quantité mathématique l'ensemble 
d'une suite de représentations soumises nu moins aux conditions 
suivantes : 1° Chaque représentation isolée occupe dans cette 
suite une place suffisamment déterminée ; 2° Entre les grandeurs 
de la suite ou entre ces grandeurs et celles d'autres suites 
également ordonnées, il existe des rapports qui peuvent ôlre 
combinés et donner naissance h de nouTcaux rapports. 

Seulement, hàlons-nous de le dire, avec ces définitions 
générales, que l'on formule de manière à ne laisser échapper 
aucun cas particulier, on n'avance guère. Car pour parvenir i^e 
là h une idée claire et précise du concept de la grandeur 
mathématique dans le sens ordinaire qui est, et qui restera 
la notion fondamentale de la géométrie, de la mécanique, et 
n'en doutons pas, aussi de l'analyse abstraite, il faudrait res- 
treindre la définition générale, Jusqu'à ce qu'elle s'adaptât au 
concept voulu. Cette manière de procéder que Ton trouve chez 
quelques auteurs a un défaut capital. C'est que, au fond, pour 
savoir où s'arrêter en restreignant la définition générale, il faut 
déjà être en possession du concept final. Aussi les résultats 
que l'on obtient de cette manière me paraissent-ils peu salis- 
faisants, assez vagues et même contradictoires selon qu'ils se 
foudent sur différentes idées préconçues. 
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Pûur comprendre à fond les concepts puissants qui domi- 
nent toute la pensive comme ceux de l'espace et du temps et 
aussi des concepts moins vastes quoique encore très bien 
délimités, tels que celui qui nous occupe, il paraît plus naturel 
et même plus intéressant de proeédar de la manière inverse, 
en essayant de remonter à 1 origine du concept, d'examiner 
attentivement par quelles abstractions il peut s'être formé, de 
le poursuivre dans les difïérents domaines de la connaissance 
oïl il se manifeste, et d'établir enlin solidement les caractères 
communs de ces différentes manifestations. Ce n'est qu'ainsi 
qu'un concept à ramifications si riches et si délicates, comme 
celui de la grandeur mathématique, peut être finalement 
débarrassé do tout accessoire, ce qui doit être notre but. Car 
les grands concepts présentent en général deux états de déve- 
loppement bien dislincis, dont le premier est commun à tous 
les hommes, et l'autre, de nature scientifique, tend à une 
détermination exacte (lu concept commun. Ceci peut être fort 
difficile, à la vérité, comme par exemple s'il s'agit du concept 
de matière organisée, ou de règne végétal ou animal : Quelque 
manifeste que soit la dilîérence entra un lion et un pommier, la 
science n'a pas encore réussi à tracer la ligne de séparation 
entre le rÈqne animal et le règne végétal. 

Nous donnons dans cet ouvrage deux exemples de la 
méthode indiquée, Celui qui va suivre sur le concept de la 
grandeur, et plus loin l'examen du concept de la limite. Mais 
nous nous proposons de soumettre ailleurs à une analyse sem- 
blable d'autres concepts, à savoir ceux de l'espace et du temps 
et le5 concepts mécaniques de force, etc. 

Quant à la présente recherche, noas serons assez vite con- 
duits à une forme fondamentale du concept mathématique de 
grandeur qui domine non seulement le monde extérieur, mais 
aussi la vie intérieure de l'âme. 

Les quantités malkématiques linéaires, c'est te nom que Je 
donne à cette forme fondamentale, sont les propres racines de 
l'analyse, par lesquelles elle tire continuellement une nouvelle 
nourriture de so! natal, l'étude dé la nature. Mais, d'un autre 
côté, nous saisirons plus nettement l'essence de grandeurs 
mathématiques d'une autre espèce si nous les comparons aux 
grandeurs linéaires, et si nous cherchons par quelles propriétés 
elles en différent. 

La grandeur mathématique peut, par sa nature, ne prendre 
que des valeurs discontinues, comme le nombre d'objets, 
Xmahl, ou bien elle correspond à une espèce de représentations 
passant d'une manière continue de l'une à l'autre, comme cela 
a lieu pour les longueurs. Ceci trace pour nous, il est vrai, une 
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ligne de séparation de chaque côté de laquelle nous porterons 
bientôt noire observation. Celte ligne pourtant, comme on le 
reconnaîtra bientôt, ne réalise pas h proprement parler une 
scission dans le concept de grandeur, parce que la quantité 
mathématique continue dont il s'agit essentiellement ne peut 
servir h mesurer qu'après l'introduction du concept de nombre, 
et parcequ'ainsi le concept de grandeur continue dans son déve- 
]oppement scientifique suppose celui de grandeur discontinue. 

1. — Quantités mathématiguea discontinues. — Maintenant, 
pour en venir tout de suite aux quantités mathématiques 
discontinues, le concept de nombre d'objets (c'est h cotte 
espèce de grandeurs discontinues que nous voulons ici borner 
nos considérations) a son origine dans la représentation de 
l'état isolé des objets de la perception ; et on s'explique sur 
ce concept à l'aide de mots ou de signes par lesquels on 
e-xprime le nombre d'objets et qui s'appellent les nombres. 

Le concept du nombre d'objets est tout-à-i'ait indépendant 
de l'espèce des objets. Raphaël, un théorème, un canon, font 
ensemble trois objets. Le nombre d'objets est donc, pour 
ainsi dire, ce qui subsiste dans notre pensée, lorsque tout ce 
qui distinguait les choses s'évanouit, et qu'il n'y a plus dans 
l'esprit qu une représentation, ù, savoir que les choses étaient 
distinctes ; il mesure combien de l'ois notre conscience a reçu 
une impression distincte. Il suit immédiatement de là que les 
objets séparés, lorsqu'ils sont identiques ou qu'ils ne différent 
presque pas les uns des autres, éveillent immédiatement la 
représentation du nombre, car l'impression des différences n'a 
pas besoin de s'effacer, elle ne se forme môme pas., Gela suppose 
pourtant que l'attention n'est pas absorbée par la configuration 
géométrique des objets, à plus forte raison qu'elle ne se porte 
pas de prime abord sur leur ordre. 

2. — Eclaircissements sur la formation da concept. — Le 
mode de provenance, qui vient d'être indiqué, du concept du 
nombre d'objets, est commun à peu près à tous les concepts. 
Toutefois il semble h propos, au commencement d'une série 
de déterminations de concepts, de dire comment je me 
représente la formation du concept. Les concepts naissent là 
où des traits communs à un groupe de représentations éveillent 
et captivent notre attention, La variété de ces représentations 
s'efface ou, comme l'écrit Jean MtSller, s'obcurcit devant notre 
conscience. Lorsqu'ensuite le concept, (c'est-à-dire l'ensemble 
de ces caractères communs), persiste dans notre pensée, il se 
fixe dans ses traits essentiels, dans nos représentations et 
notre souvenir, au mot ou au signe h l'aide duquel le langage 
ou la science le désigne. Si on veut remonter au contenu réel 
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— Si- 
da concept, on fait réapparaître devant la pensée une ou 
plusieurs des représentations particulières d'où étaient abs- 
traits les caractères communs. Aussi peut-on observer sur 
soi-même que des concepts pour lesquels il n'existe encore ni 
mot ni signe se rattachent à une certaine représentation 
émergeant d'une façon particulière du groupe auquel elle 
apparliont, représentation qui leur sert ainsi de signe. C'est 
bien la, d'une fagon générale le début de la formation du 
concept et de la forme la plus vraisemblable de ce concept 
diez ceux qui pensent sans la faculté de parler. 

Les caractères communs h une suite de concepts se réunis- 
sent ensuite pour former un nouveau concept plus général et 
par cela même plus pauvre et ainsi de suite. 

3. — Quantités mathématiques discontinues (suite). - Le 
concept du nombre exprimé par des chiffres ou par des mots 
appartient de sa nature à ceux qui se sont le plus détachés 
des représentations réelles qui les ont engendrés. Gela tient 
h ce que on ne peut se faire une représentation réelle que de 
tout petits nombres. Il y a peu d'hommes qui, du premier coup 
d'œil, puissent reconnaître un nombre d'objets convenablement 
choisis, (par exemple de boules de même forme et de même 
couleur,) — qui dépasserait cinq ou six. J'admets là que 
l'ordre géométrique des objets s'est trouvé autant que possible 
le môme pour les différentes collections d'objets, que par 
exemple ils sont rangés à peu près en ligne droite. Dans la 
disposition uniforme sur une ligne droite ou même dans la 
disposition sur un cercle, oh de plus il manquait un point de 
départ nettement distinct, Dahse ne pouvait, à ce qui m'a été 
dit, Compter du premier coup d'œil qu'un nombre remarqua- 
blement plus petit que lorsque les objets étaient distribués sur 
une surface plane, où ils formaient dis figures géométriques 
irrégulières qui les lui rendaient plus faciles h complci-. 

Ainsi admettons que nous ayons une représentation nette 
des nombres à peu près jusqu'au nombre sept, nous pouvons 
alors, jusque 1&, faire correspondre ie concept de nombre 
d'objets à une suite de représentations particulières, comme 
nous pouvons faire correspondre le concept ohêno à la repré- 
sentation de tous les chênes que nous avons dans noire 
souvenir, Au-delà de ce chiffre nous avons bien des représon- 
(iUions réelles de pluralilés plus ou moins grandes, mais 
cependant les représentations de nombres un peu grands se 
rattachent h. la représentation du dénombrement; 31 , par 
exemple, n'est pas une représentation tirée directement de la 
perception, mais elle suppose le fait préalable du dénombre- 
ment. 
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Or le déûombpeaient lui-même exige, quand on dépasse 
notablement le nombre 20, c'est-à-dire le nombre des doigts 
des mains et des pieds, un système de numération et par 
conséquent un certam degré de développement scientifique. 

Le concept de no,mbre montre ainsi nettement tout d'abord 
deux degrés de développement dont le second comporte des 
commencements de science et ensuite un troisième complète- 
ment scientifique. 

Au premier ûagré de développement nous trouvons les 
commencements les plus grossiers de la mesure des pluralités 
h l'aide de nombres ; ils se rattachent aux représentations 
tirées directement de la perception de tout petits nombres 
comme peuvent en avoir aussi les animaux, qui se mettent en 
défense contre plusieurs ennemis autrement que contre un seul. 
D'après des rapports concordants sur les peuples non civilisés 
de l'époque actuelle, ainsi que sur les époques antérieures à 
toute civilisation, cette numération primitive consistait simple- 
ment dans la comparaison avec les nombres des doigts des 
mains et des pieds. Nous en avons encore un témoignage dans 
notre système décimal de numération, ce détestable héritage de 
nos pères. — Le développement ultérieur du concept de nombre 
a fourni la suite ilUmitée des nombres entiers, déterminée par 
celte circonstance que chaque nombre représente une coHeclioa 
contenant un objet de plus que la précédente, et a établi dans 
cette suite des points de repère qui permettent de mesurer 
toutes les pluralités. 

Enfin, le développement scientifique du conceptde nombre 
s'est marqué dans la recherche des rapports entre les nombres 
entiers et a conduit finalement des règles de calcul les plus 
simples à la tbéorie des nombres. En vérité cependant, le 
chemin fut loin d'fltre aussi direct. Bien au .contraire, les 
commencements du développement scientifique du concept de 
nombre concordent avec ceux du concept de quantité contmue, 
tous deux se sont d'abord développés et formés par les exi- 
gences qu'ils ont montrées l'un à l'égard de l'autre, jusqu'à ce 
que une pensée plus profonde se soit plu aux belles propriétés 
des nombres pour elles-mêmes et que, au cours des années, elle 
ait posé les germes multiples d'une science qui, dans les deux 
derniers siècles, a atteint un si riche développement. 

4. — Des quantités luathématiques continues. — Voici des 
exemples de grandeurs mathématiques continues: Longueur, 
surface, volume, poids, temps, vitesse, force, quantité de 
chaleur, intensité delumiÈre otde son, (ension électrique, force 
de courant, etc. 
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Quand on parle des quantités mathématiques-, on ne pense 
tout (,1e suite qu'aux quantités géométriques, et,-en pyrliculiep, 
à la ligne droite limitée en longueur, à laquelle on cherche h 
ramener les autres quantités parce que c'est incontestablement 
la représentation de celte espèce la plus simple, la plus inva- 
riable et la plus répandue. Co n'est pas une représentalion 
dans le sens déjà donné plus haut à l'occasion du nombre 
d'objets ; c'est plus proprement nn concept mais qui, ici, à 
rencontre du nombre, est si voisin le plus souvent d'une des 
représentations particulières d'où il a été tiré que dans la 
pensée cette représentation y supplée. Ainsi l'un en y pensant 
se représente une arête ou la limitation d'un plan; pour un 
autre la longueur apparaît sous la représentation d'un fil ou 
d'un trait ou d'un rayon. Enfin, on y voit aussi la trajectoire 
parcourue par un point mobile h. la manlÈre des étoiles filantes. 

Les quantités mathématiques continues que j'ai citées ont 
tout d'abord ceci de commun que leur mesure et leur compa- 
raison dépendent dos perceptions du sons de la vue, ensuite 
que leur qualité comparable ou mesurable devient toujours 
finalement l'élondue reciiligne, et qu'elles se laissent, comme 
celle-ci, partager et combiner par addition. Observons, pour 
expliquer ceci, les représentations mesurables de la géométrie. 

5. — Caractères communs aux quantités déjà citées et aux 
quantités géométriques. — Sur la mosaïque d'un champ visuel, 
apparaissent des images telles que chaque morceau qu'on en 
découperait n'importe oii possède les mêmes propriétés que 
l'image complète, L'intuition la plus immédiate de telles pro- 
priétés nous est offerte par l'image de la ligne droite limitée. 
Mais co serait une erreur de vouloir l'affirmer aussi d'un arc 
de cercle non rectifié, parne que le rapport de la corde à l'arc 
ne reste pas invariable lorsque l'arc devient de plus t^n plus 
petit ; parce qup, bien loin de \h, dans une division pinlongée 
de l'arc de cercle, la représentation cesse peu h peu d'être 
celle d'un arc et se change en celle de la ligne droite. 

Au contraire, il en est des surraces planes uniformément 
colorées et éclairées, quelle qu'en soit la forme, comme dos 
lignes droites ; seulement cela n'est plus le fait d'une intuition 
directe. L'analogie entre les propriétés mesurables des lignes 
droites ot la représentation de mesure qu'offrent de telles 
surfaces planes est rendue possible par l'intervention du concept 
nouveau de l'aire, c'est-à-dire de l'exhaustion d'une surface 
plane limitée d'une façon quelconque e! du transport de ses 
portions de surface dans le cadre d'un rectangle, par exemple, 
dont la base serait fl.\e, tandis que la hauteur dans sa variation 
déterminerait à chaque instant l'aire du rectangle. Par cet 



y Google 



- 37 - 

n épuisement » la comparaison et la rtieaiire des surfaces sem- 
blables sont tout-à-fait ramenées h celles des longueurs. Si 
nous imaginons ensuite que notre représentation visuelle soit 
complétée par la représentation de l'espace, aîors apparaît le 
concept de volume, dont nous exprimons la mesure à l'aide 
d'une longueur, absolument comme nous l'avons fait pour l'aire. 
Ce concept, lotit comme la longueur, jouit de cette propriété, 
que les parties sont de môme nature que le tout auquel elles 
appartiennent, ou que n'importe quel autre tout de môme 
espèce. Dans les autres quantités mathématiques déjà citées 
on découvre également et sans peine la longueur qui fournit 
la mesure. Pour citer quelques exemples familiers : l'arc de 
cercle que décrit l'aiguille de l'horloge, une fois rectifié, fait 
dépendre le temps d'une longueur ; la graduation du levier de 
la bascule mesure le poids; la force devient proportionnelle 
à l'énergie des phénomènes de pression et de mouvement, 
qui de leur côté peuvent être immédiatement exprimés en 
longueur, etc. 

Maintenant, dans le cas oîi nos perceptions et nos observa- 
lions nous apportent une espèce de représentations qui ne 
différent entre-eJles que par le plus ou le moins, nous nous 
sentons provisoirement satisfaits quand nous avons posé les 
divers degrés de cette représentation dans des rapports déter- 
minés avec les représentations mesurables de la géométrie, 
quand, parconséquent, nous y avons trouvé une longueur don- 
nant la mesure. Ceci nous apparaît, en effet, comme le premier 
Eas fait vers l'intelligence mécanique des choses. Nous ne 
lisons en cela que suivre notre tendance à ramener ce qui est 
nouveau et compliqué, et par cela même trouble la quiétude de 
notre âme, à des choses vulgaires et familières, parmi lesquelles 
il faut compter en première ligne les représentations géomé- 
triques mesurables. Car, comparer et partager les étendues sont 
p oiir nous choses si naturelles que ces faits, comme le premier 
degré du concept de nombre d'objets, ne soni peut-être pas 
spéciaux à l'homme, Les concepts d'aire et de volume appar- 
tiennent aussi vraisemblablement aux premières acquisitions 
de l'esprit humain. L'espèce naissante pouvait les abstraire 
d'observations sans nombres. Le besoin d'étoffe pour les vCte- 
ments et pour les couvertures des tentes, la capacité de 
ditTérenls vases ou autres objets de même nature, la semence 
nécessaire à des champs, de formes et de grandeurs diflérentes ; 
ensuite, par les progrès de l'état de société de l'homme, les 
concepts de propriété foncière et des mesures conventionnelles 
et une foule de choses semblables ont fait de l'aire et du volume 
une des formes fondamentales d'intuition de notre esprit. 
L'enfant acquiert ces concepts, s'ils ne sont innés, par exemple, 
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en déchirant du papior et en jouant avec des vases qu'il remplit 
de sable ou de liquide. 

Les représentations mesurables de la géométrie forment 
donc le point de départ auquel revient sans cesse notre pensée 
dans SOS déducLions rigoureuses. Cette affirmation ne rencon- 
trera certaine méat pas de contradiction sérieuse. 

6. — Introduction du concept de Quantité linéaire. — Les 
quantités citées jusqu'à présent ont donc une propriété com- 
mune remarquable; elles peuvent se ramener aux longueurs; 
leurs difTérences, leurs parties et leurs multiples sont de 
nouveau des quantités de même espèce, comme pour les 
longueurs ; elles sont, comme les longueurs, susceptibles de 
prendre des états très petits ou très grands ; comme les lon- 
gueurs, elles sont comparables, mesurables. Je nommerai les 
quantités mathémathiques de cette espèce : Quantités mathé- 
matiques linéaires. Mais il paraît convenable d'amplifier ce 
concept par rapport à l'étendue dans laquelle on fait corres- 
dre la quantité linéaire à une longueur, que rien ne nous 
oblige à considérer comme illimitée. 

Supposons donc établie entre une certaine quantité et une 
des quantités linéaires décrites [out-à-l"tieure, par exemple, 
une longueur indéterminée, une relation telle que cette gran- 
deur soit une fonction continue de la quanlita linéaire, (que 
cette relation puisse être ohseroée ou qu'elle soit la conséquence 
cCien raisonnement, ou enTin qu'elle soit un exemple imaginé 
par nous dans une intention quelconque). Si cette grandeur 
en augmenianl ou en diminuant en même temps que la 
longueur à laquelle elle correspond se change en une grandeur 
de même espèce, d'où il suit, puisqu'elle est supposée continue, 
c'est-à-dire croissant par degrés aussi petits qu'on voudra, 
qu'elle commence par zéro, il faudra la considérer alors comme 
quantité linéaire , dût-elle ne pas croître indéfiniment. On 
poiirra, en ejfet, la faire correspondre point par point au moins 
à la ligne droite limitée et, comme elle, à l'exeption de l'éten- 
due, elle possédera les propriiités des grandeurs linéaires. 

La concenti'ation, c'est-à-dire le rapport d'une quantité de 
substance en dissolution à une quantité fixe d'un liquide 
dissolvant, nous fournit un exemple de grandeurs linéaires 
limitées. Elle peut varier entre zéro et l'infini, mais aussi entre 
zéro et une valeur finie. Il peut aussi, comme pour l'éther et 
l'eau , être nécessaire de considérer séparément les deux 
rapports, de l'eau à une quantité fixe d'éthor, et de l'éther à 
une quantité fixe d'eau, pour faire de ces rapports des quantités 
linéaires selon notre définition. Un autre exemple de grandeuf 
linéaire limitée est la probabilité d'être atleint à une distance 
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donnée du but du tireur. Si on la considère comme le rapport 
du nombre de coups s'égarant à cette distance à un nombre très 
grand de coups tirés, la différence de deux probabilités pareilles 
peut de nouveau être envisagée comme une probabilité. 

7, — Ce (pli paut se graduer solvant l'étendue on. rintensité 
appartient aux quantités linéaires. — Toutes les espèces de 
quantités que nous pouvons considérer comme quantités 
mathématiques sont lom d'être linéaires, de sorte que notre 
tâche est tout d'abord d'acquérir au moins une idée approchée 
de la dissémination dos quantités linéaires dans les différents 
domaines de la connaissance humaine. Cette lâche nous est 
facilitée par la remarque suivante : 

On a coutume, on le sait, de partager les espèces de quan- 
tités en deux catégories selon qu'elles sont graduées suivant 
l'étendue ou l'intensité, (^extensives et intensives). La multipli- 
cité n'en est certes pas ainsi épuisée, mais ce qui est important 
c'est que toutes les suites de quantités se distinguant par 
l'étendue ou par l'intensité puissent être considérées comme 
appartenant aux quantités linéaires. 

Je dis appartenant aux quantités linéaires. Car pour ce qui 
e.st des quantités variant suivant l'étendue, on ne peut pas, 
par exemple, considérer comme linéaire une suite contmue 
de triangles semblables, leurs différences étant, entre autres 
raisons, quelque chose d'indéterminé, au lieu d'être de nouveau 
des triangles semblables. Mais ce qui distingue et détermine 

les triangles, périmètres, hauteurs, surfaces, etc , est de 

nature linéaire. Ainsi nous pourrons dire d'une façon générale 
que ce qui est gradué seulement suivant Véleadae peal-être 
ramené à la mesure linéaire. 

Au contraire , les suites de quantités continues graduées 
suivant l'intensité, quand elles peuvent être conçues comme 
quantités mathématiques, sont toujours linéaires. 

La condition qu'une su' te de quantités soit malhématique 
exige seulement que les individus de la suite soient délinis en 
eux-mêmes d'une façon suffisante et nullement que nous puis- 
sions les déterminer actuellement en les faisant correspondre 
à une mesure linéaire, ou que nous supçonnious seulement le 
moins du mon de comment nous pourrons jamais les y ramener, 
Gela posé, il nous faut chercher tout d'abord à montrer claire- 
ment ce que l'on doit entendre par « différence d'intensité. » 
Ce concept n'est pas, en véritt!, aussi facile à analyser que 
celui de la différence d'étendue. Mais précisément ici, nous 
n'avons pas le droit de nou^ faire forts de ce qu'il ne nous est 
pas moins familier. Grâce à l' explication suivante, de ce 
concept, je ne me suis jamais trouvé dans l'embarras. 
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Nous employons l'expression « différer en intensité », quand 
nous tenons les variations d'une grandeur ( augmentation ou 
diminution) pour des grandeurs de même espèce; quand par 
conséquent les différences dans une espèce de grandeurs nous 
apparaissent de nouveau comme des grandeurs demémenature. 
Op, c'est lît une des propriétés principales des quanUtés 
linéaires géométriques qu'à la vérité on ne distingue pas 
suivant l'intensité, mais suivant l'étendue. Celte dénomi- 
nation différente de la relation entre les quantités de même 
espèce, dont les unes sont dites graduées selon l'étendue, les 
autres selon l'intensité, ne constitue donc pas une difîérence 
dans le caractère mathématique de ces grandeurs, et ce que 
noua venons d'exposer constate pleinement la nature linéaire 
des quantités mathématiques qui dilîèrenl suivant l'intensité, 
quand, bien entendu, on les suppose en outre suffisamment 
déterminées et continues. En effet, quand la variation d'une 
variable se fait par des différences pour ainsi dire, de môme 
nature que la variable, elle doil, si elle est continue, commen- 
cer par zéro ; en outre, étant formée par des accroissements 
aussi petits qu'on veut, elle admet aussi nécessairement 
des multiples et des parties de même espèce, et c'est îît préci- 
sément noire concept des quantités linéaires. 

Pour éclaîcir ce qui précède par des exemples, on dit de la 
température qu'elle est graduée suivant l'intensité. Cependant 
il faut ici distinguer la température sentie physiologiquement, 
c'est-à-dire la sensation do chaleur qui appartient aux sensations 
dont nous parlerons plus loin, et la température physique qui 
est l'expression de l'intensité du mouvement calorifique et par 
suite qui est la quantité linéaire proprement dite. 

Enfin, mentionnons encore la dureté qui consiste en une 
résistance, non encore rigoureusement analysée an point de vue 
physique, que présentent les corps solides quand on veut leur 
faire subir des variations de formes qui dépassent les limites 
de l'élasticité (soit en les éraillant, soit en les pressant, soit en 
les brisant). S'il est ici question de différence en intensité on se 
représente clairement à l'esprit que les forces do résistance 
dont la dureté est la manifestation dans leur variation d'une 
matière à une autre, ou dans la même matière, (par exemple, 
sous l'action de la température,) subissent des accroissements 
qui sont des forces de la mémo espèce, et auxquels corres- 
pondraient certains degrés de dureté. Bref, la dureté est pour 
les forces de cohésion ce que la température est pour le 
mouvement calorifique. 

J'ai choisi ces exemples, parce que la justesse de l'eipUca- 
lion que nous avons donnée du concept n'y est peut-être pas 
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aussi évidente d'elle-même que dans "les cas qui se prosenteilt 
ordinairement. 

Jugeant ainsi la nature linéiiirc dos suilca do quantités 
graduées suivant l'étendue du l'intensité comme suffisamment 
fondée, cherchons maintenant à nous former une vue générale 
dos quantités mathématiques propres aux différents domaines 
de la pensée. 

8. — Les quantités du monde extérieur. — Tout d'abord, le 
monde de la perception que nous nommons monde extérieur. 
En première ligné, se trouvent les mystérieuses cause s premières 
qu'on nomme forces et, en les mettant en avant, nous fran- 
chissons les limites du domaine de la perception et nous nous 
trouvons alors en plein dans l'empire des créations de la pensée 
humaine. Sous ,1'inlluence d'une .poussée intérieure, nous 
concluons des phénomènes à l'existence des forces premières, 
et puisque enfin nous ne savons rien sur elles, nous devons 
voir dans les phénomènes leurs effets complets. Les effets sont 
ainsi dans notre représentation équivalents en quantité & la 
force qui les produit. Or ces effets, pressions, tensions, mou- 
vements, sont des grandeurs linéaires, il on est donc de même 
des forces elvoilS. pourquoi nous les avons citées comme toltos. 

Si loin que nous soyons, et pour toujours, de pouvoir 
représenter mathématiquement tous les phénomènes du 
monde extérieur, aucune espèce de grandeur no somblu 
devoir, s'offrir , qui ne puisse probablement être un jour 
comprise dans le concept des quantités mathématiques linéaires, 
ou mieux qui ne se révèle probablomont un Jour comme une 
quantité linéaire. Car partoutoti nous pénétrons, loute variation 
se montre graduée suivant l'étendue ou l'intensité, et nous 
considérons de pareilles quantités quand elles sonlsusccplibles 
d'une déffnition précise (^ainsi que cela a été plus haut examiné 
de près), comme essentiellement linéaires, mémo si nous ne 
les avons pas encore ramenées, comme pour la durcie à leurs 
dernières variables linéaires géométriques et mécaniques. 

9, — Les quantités du monde de la perception interne. — 
Sensations graduées suivant l'intensité. — Etudions ensuite en 
les considérant comme des quantités au point de vue de leurs 
propriétés, quelques phénomènes do la vie interne de l'âme. 
Les sensations par lesquelles des excitations ou irritations 
se révèlent à nous sont bien les plus simples phénomènes qui 
doivent se présenter ici, et offrent une fouie d'espèces de 
quantités très insiructives. 

En premier Heu se trouvent les sensations graduées sttivant 
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l'intensilé, lelîes que la doaleiir, les sensations de la peau, les 
sensations d'intensité qui nous viennent des sens. 

Bn appliquant aux sensîitions notre proposition relative aux 
quantités qui diffèrent en intensité, nous reconnaîtrons que ce 
sont aussi des quantités linéaires, lorsque, bien entendu, elles 
peuvent être considérées, avant tout, comme quantités mathé- 
matiques. On se représente bien, en effet, que si des excitations 
d'une même espèce s'additionnent, une somme de sensations 
produites respectivement par les différentes forces d'excitation, 
ne forme également qu'une seule et même sensation plus 
intense. Ainsi, on s'imagine qu'une impression de chaleur plus 
vive qui correspond à une élévation de température est 
produite par un accroissement de la. sensation, lequel est 
lui-même une sensation de chaleur, de sorte que l'impression 
de chaleur devient comme une image intérieure de la tempé- 
rature. 

Il n'y a donc plus qn'à se demander si l'intensité de sensation 
est une quantité mathématique, si elle admet des valeurs 
particulières suffisamment déterminées pour être acceptées 
comme une fonction définie de quantités linéaires mesurables. 
La différence des forces de sensation qui correspondent dans 
des circonstances différentes à' la même excitation, Ja brièveté 
du temps pendant lequel l'intensité de la force de sensation 
produite par une excitation constante leste la même, l'influence 
delà fatigue et, avant toute chose, le manque d'observation 
méthodique de 8oi-mêm s, prêtent principalement aux sensations 
de l'odorat et du goût une apparence d'instabilité inappréciable 
qui peut nous entraîner à donner tout de suite il cette question 
une réponse négative. 

L'investigation scientifique est Join d'être enrayée par une 
telle apparence d'instabilité ; elle cherche d'autant plus h fixer 
l'instable. Il existe sans aucun doute dans l'organe central un 
état correspondant d'une fa<;on précise à l'excitation, état que 
notre conscience doit s'exercer à évaluer et à distinguer des 
influences voisines, et peut certainement apprendre à connaître 
petit.à petit. D'ailleurs les sensations d'intensité des sens de 
l'ouïe et de la vue, qui se prêtent à une observation plus 
longue et à une comparaison plus facile que celles des sens 
du goût et de l'odorat, présentent aussi en général plus de 
sûreté et de fixité. Il ne semble donc nullement invraisem- 
blable que, dans toutes les espèces de sensation o'j dans 
quelques-unes qui sont graduées suivant l'intensité, on puisse 
trouver les conditions sous lesquelles il nous serait possible 
de susciter à chaque instant des intensités de sensations 
particulières qui correspondraient à des quantités égales 
d'e.witation et qui nous paraîtraient absolument égales. Gela 
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suffirait pouf reconnaître dans les sensations des fonctions 
mathématiques des quantités d'excitation, surtout si l'on songe 
.h la finesse quelquefois étonnante de nos sens pour la 
distinction des degi-és d'excitations par les inleiisiLés de sensa- 
tions, finesse des sens qui, comme l'apprennent de nombreux 
exemples, si elle n'est pcis donnée naturellement, peut-être 
portée à un haut degré par l'exercice. 

D'après cela nous pourrions être fondés à considérer les 
sensations graduées suivant l'intensité comme des quantités 
linéaires, c'est-à-dire comme des fonctions des q^uantités 
d'excitation qui commencent par zéro et dont les difiérences, 
les parties, les multiples, sont h leur tour, quoique non expri- 
mables, des forces de sensations. Mais combien serait pins 
claire pour nous leur essence linéaire, s'il existait quelque 
principe qui nous mit en étal, étant donné deux sensations, non 
seulement de reconnaître la plus forte ou la plus faible, mais 
encore de calculer numériquement leur ra pport. 

Pour les sensations qui varient suivant l'inlenaiLô, nous ne 
possédons précisément pas d'uniié de mesure transportable qui 
soit elle-même une pareille sensation pouvant être pei-çue en 
même temps qu'une sensation à mesurer et quenous puissions 
également appliquer contre elle ; nous ne pouvons comparer 
les intensités de sensations que par le souvenir. C'est là, en ce 
qui concerne le rapport de mesure, la différence essentielle 
en're la vue el, par exemple, le goût. Car, supposons que notre 
perception de la vue ait les mômes bornes que celles du goût, 
nous ne pourrions pas voir deux longueurs en même temps, 
une seule âgurerail dans le cbamp uniforme de notre vue : 
sûrement nous serions aussi incapables de nous faire une idée 
d'une longueur double que nous le sommes en réalité de nous 
représenter une douceur double. Nous ne pouvons pourtant 
pas conclure de cette incapacité que le phénomène cérébral qui 
correspond ii notre sensation de douceur ne fournisse pas l'idée 
du double de son énergie. 

Poussons encore un pe j plusloin l'opposition des deux sortes 
de sensations. La perceptmn d'une ligne de longueur limitée 
sera transportée de la rétine au cerveau par la voie du nerf 
sans aucune porto. Qu'il vienne s'ajouter à la perception visuelle 
de la longueur limitée la vue simultanée de plusieurs lon- 
gueurs ainsi que la possibilité de leurs déplacements respectifs 
dans le champ visuel, cela nous fournira l'intuition du double 
des longueurs et plus généralement de leurs rapports numéri- 
ques. Enfin, le sentiment que celie iniuUion répond à la réalilé, 
naît seulement du concept de l'espace, c'est-à-dire de l'appari- 
tion ultérieure du déplacement suivant la 3ine dimension. 
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Dans les sensations qui diffèrent en intensité voici c 
■les choses se passent: sur la triyectoire nerveuse qui va de la 
membrane muqueuse de la bouche, par exemple, au cerveau, 
une fraction de l'énergie de l'excitation ss perd vraisemblable- 
ment; 06 qui en arrive dans la matière cérébrale se résoud en 
un mouvement dont l'énergie est à son tour transformée par- 
tiellement en quelque auLre chose, tandis que la dernière partie 
de cette énergie vient entière et complète se révéler à la cons- 
cience comme une sensation et à mesure que notre moi sentant, 
veut ou peut porter son attention sur elle, elle se trouve entraînée 
dans l'engrenage de notre censée. 

Cette partie de l'énergie est la quantité linéaire et elle 

§ rendra toujours (cœteris paribus) pour d'égales quantités 
'excitation la même valeur suffisamment précise de façon à 
pouvoirêlre assimilée îi une quantité mathématique. Pourrons- 
nous jamais la mesurer ? 

Le problème que la vie nous présente sans cesse est au 
contraire celui de reslimation et du calcul de l'excitation par la 
sensation, et en cela, comme nous le faisons pour nos percep- 
tions de dimensions grâce àl'intuition de l'espace, nous jugeons 
que nos calculs de quantités d'excitations fondés sur des 
expériences variées sont aussi en accord avec ce qui nous 
paraît être la réalité. 

Toutefois c'est une idée hardie qu'eut Théodore Fcchner, le 
jour où il se posa ce problème inverse d'exprimer l'intensité de 
sensation en fonction de l'intensité d'excitation. Si peu certain 
que puisse paraître jusqu'à présent son résultat, il lui revient 
incontestablement l'honneur d'avoir le premier cherché scieu- 
tifiquement à mesurer les sensations. (*) 

('] Lo raisonnement qui conduit à sa loi psychologique consiste à 
peu près en ceci : Si une escitation croît à pirtic d'une valeur p, nous 
n'en percevrons pas la vai-iation, malgré toute notre attention ; avant 
quel'e.\citation aitatteint unecertaineforce P4" A P où A P dépend, 
suivant l'expérience, de la forée d'excitation déjà existante p. Pour des 
poids posés sur la peau, et pria conime exitation E. M. Weber, a trouvé 
que ^ p est proportionnel à p. On applique celte loi k partir de la valeur 
■p =: o, il y correspond une viJeur À P ^^ A P" 1"' ^'appelle le seuil 
de la sensation. Le (sit important au point de vue de la théorie des 
grandeurs est qu'une pareille loi puisse être adoptée du moins entre de 
certaines limites, de sorte que nous n'avons pas a nous préoccuper ici 
de l'étendue dans laquelle la loi de M, Weber répond aujt faits. 

M. Fechner suppose, et ce point est le fondement de sa théorie, que 
l'accroissement ^y de la force de sensation y lequel est précisément 
perçu, est indépendant de y ; de sorte que Y est formée par l'addition 

d'accrroissements égaux Aï de sensation. Mais puisque =4^ est cons- 
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10. — Suites de sensations non graduées suivant l'intensité 
^1 sont Men des quantités matliématiques mais non pas 
Unéalres. — En dehors des espèces de sensations graduées 
suivant l'intensité, nous en connaissons où une classe de sen- 
sations se compose d'individus qui fournissent bien des 
impressions semblables les unes aux auires dans un certain 
rapport, mais dont la différence n'éveille pas, comme dans les 
sensations étudiées jusqu'ici, la représentation spontanée que. 
chaque sensation individuellB est nue somme d'accroissements 
élémentaires de même espèce. 



(aiit, il peut alors coiiclufe que Ay est proportiminel il —£ . 11 paraîtra 

donc tout-à-fait admissible que traitant iy et ip comme des différen- 

B 
liellea, il conclue que ï est proportionnel à log. -H-g — , ce qui est sa loi 



psychologique- La quantité A f est h^othétique ; c'est pourquoi, 
manquajit de toute mesure pour la sensation, nous ne pouvons affirmer 
qu'il y ait erreur à trouver plus vraisemblable la proportionnalité entre 
les forces d'excitation et celles de sensation. La théorie de Bernstein me 
parEÛt le plus particulièrement parler en feveur de la loi de Fechner 

Suoique d'une façon indirecte. Suivant toute vraisemblance, il correspond 
ans l'organe central aux terminaisons périphériques des nerfs qui 
reçoivent l'excitation un système bien arrêté de ibnotions qui peut-etie 
considéré comme l'image du monde extérieur entrant en relation directe 
avec notre corps. Sous ce mot monde extérieur il faut iCL ccmpiendre 
tout ce qui existe en dehors du sensorium. 

M. J. Bernstein a easajé de nous donner une idée d une fonction 
centrale de cette espèce qui mesurerait tout de suite la fjrce d e\eitation 
et expliquerait le phénomène de la sensation localisée. (UnterRUchungen 
uber den Erregung'svorgang im Nervem und Muskelsysteme, p 163, 
sqq.) Il a entrepris ensuite d'expliquer des expériences sur la localisation 
des sensations de la peau, par un certain mécanisme cérébral et ses 
constructions ingénieuses ont fourni le rapport de Fechner entre 
l'excitation et la sensation. La continnation expérimentale des conclusions 
que J. Bernstein a tirées de sa théorie peut donc en fait être considéiée 
comme une confirmation de la loi de Fechner ; quoiqu'il soit a peu près 
inutile de pénétriir plus avant dans les phénomènes qui repaient le 
phénomène générateur de la sensation dans le cerveau et 1 aperceptiou 
elle-même, je ferai toutefois la remarque suivante ; Je me représente le 
moi sentant comme un phénomène psychique existant isolé, qui, ou bieuj 
suivant le besoin de ta pensée, recueûle ga et là dans le mécanisme qui 
donne l'image du monde extérieur, des informations qui se présentent à 
lui, ou bien sous l'influence d'excitations particulières et plus puissantes, 
s'exerçant sur lo mécanisme, les ressent involont^rement. lin donc l'état 
du mécanisme qui correspond à l'excitation doit dépasser un seuil de 
Fechner c'est-à-dire doit atteindre un certain degré pour pouvoir pénétrer 
dans la conscience, degré qui dépend toutefois de la fatigue de l'attention, 
dos dispositions naturelles, de l'exercice. 
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Comme suite de sensations non graduées suivant la force, 
on peut citer entre autres : la hauteur du son, la couletir de 
la lumière, le timbre da son. 

La hauteur du son constitue une sorte de transition. On ne 
pourra jamais la considérer comme une quantité mathéma- 
tique linéaire, car pour cela, il faudrait qu'il pût fitre question 
d'une différence entre deux hauteurs de son qui serait h sou 
tour une hauteur de son et d'une fraction de hauteur de son. 
En vérité la hauteur de son physique qui est donnée par la 
durée de la vibration, et qui est ainsi uiie simple durée de 
temps, devra être traitée inconlestablemeni comme une quantité 
linéaire, si on n'y voit pas autre chose qu'une 8ini[)te durée de 
temps ou qu'un nombre la rendant égale au nombre de 
vibrations d'une seconde. La différence entre deux hauteurs de 
son est alors la différence entre deux nombres ; mais la hauteur 
A& sou. physiologique, c'Qsi-h-d\r& celle qui est Sentie, quand 
même elle serait susceptible d'une détermination plus précise 
et plus constante que les intensités de sensation, ne comporte 
pas de pareilles différences, et n'est donc pas une quantité 
linéaire. Seulement, par le fait que les impressions se distin- 
guent ici seulement par cette différence de hauteur que connais- 
sent bien la plupart des hommes à tous les degrés de culture, 
elle a, avec la quantité malhém.itique linéaire, une certaine 
parenté qui fait défaut aux autres quantités citées, couleur de 
la lumière et timbre du son. 

Les couleurs de la lumière sont des impressions de nature 
tout-à-fait variées dans lesquelles on aurait difficilement avant 
Newton pressenti un ordre nécessaire; du moins je ne sache 
pas que les phénomènes naturels de dispersion aient été ainsi 
expliqués. Mais dans tous les cas les couleurs peuvent être 
rangées en un ordre déterminé h l'aide duquel chacune d'elles 
correspond à une valeur parùcuUère d'une quantité linéaire, la 
durée de vibration ou bien une abscisse du spectre que l'on 
fixera commodément. Entre les couleurs on établit encore des 
rapports en faisant correspondre h chaque couleur sa complé- 
mentaire ; ce sont ainsi certainement des quantités mathéma- 
tiques quoiqu'elles ne soient pas linéaires. 

Dans les sensations envisagées jusqu'ici l'excitation était 
donnée directement comme quantité linéaire. C'était ou bien 
un phénomène mécanique'produisant, par exemple, une sen- 
sation de pression ou de douleur, ou bien, comme pour la 
sensation de chaleur, de hauteur de son et couleur de la 
lumière, etc...., c'était un phénomène physique ramené depuis 
longtemps à des graduations de quantités linéaires. 

Dans les sensations qui suivent ii faut considérer au contraire 
la question au point de vue de la nature essentielle de l'exci- 
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lation prise comme quantité. Poiîr ce qui est du timbre âa son, 
M. Helmholz a étudié avec plus de rigueur la nature des 
phénomènes physiques qui ont lieu dana l'air ou dans l'organe 
et auxquels correspond un certain timbre de son senti, quoi- 
que, par la nature embrouillée des phénomènes, le rapport entre 
le timbre du son et le genre de vibration de l'air, ne se prêle 
pas encore à une détermination aussi simple et aussi précise 
que la hauteur du son. Mon père a établi pour les voyelles un 
ordre semblable ô celui des couleurs du spectre, qu'ont approu- 
vé les phonologues. (') En tout cas, c'est là un premier pas dana 
la voie qui peut conduire à, représenter la sensation du timbre 
comme quanlité mathématique. 

Enfin il faut rappeler les sensations de l'organe de l'odorat 
et du goût, en tant qa' elles sont différentes de nature. D'une 
façon générale on n'a pas encore découvert pour elles un 
principe pouvant servir à classer soiL les excitations, soit les 
sensations. Les sensations de l'organe du goût, semblent se 
limiter h peu d'espèces, tandis que les sensations de l'organe 
de l'odorat sont d'espèces 1res nombreuses; de sorte que ici un 
principe d'ordination serait incontestablement un progrès réel. 

Les quantités de sensation de première espèce qui se dis- 
tinguent par l'intensité sont aux quantités de sensation de 
deuxième espèce qui sont classées d'après leur nature, dans le 
rapport suivant : chaque sensation de deuxième espèce repré- 
sente une suite particulière de sensations graduées suivant 
l'intensité. Toute couleur, hauteur de son, tout timbre de son, 
toute odeur et toute sensation de goût peut représcnlcp une 
epèce de sensation, graduée suivant l'intensité. 

12. — Les dispositions (") de l'àme en tant qu'elles peuvent 
être saisies comme quantités mathématiques sont certainement 
linéaires, — Insistons un peu sur les phénomènes de l'âme, 
Après les sensations viennent les dispositions, s'il est permis 
d'employer celte expression pour désigner les états de l'âme 
qui engendrent des désirs, des volitions, et en conséquence 
déterminent des actes, bref, comme dit Jean Millier, d'une 
façon générale, donnent naissance h des tendances. On ne 
peut méconnaître que la joie et la tristesse présentent des 
graduations constantes suivant l'intensité, et que, dans l'oscil- 
lation de la disposition de l'âme, le même élat se reproduit un 
nombre incalculable de fois, de sortes que dans les dispositions 
on peut parler d'une certaine égalité. Tout ce qui s'appelle 



(') Cadmus oder allgemeine Alphabètik voii Félix Hent-y du Bois 
Reymondf page 153. 
(") Stimmimgen. 
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passion, affection, peut sedifférentieren plus ou en moins; par. 
exemple crainte, angoisse, terreur, colère, fureur; et, en outre, 

plaisir, volupté, etc Les sensations et perceptions sont en 

vérité quelquefois aux dispositions à p6u près dans le même 
rapport que les excitations aux sensations variables, en ce 
qu'elles produisent direalement une certaine disposition : mais 
en général il y a entre deux excilationsde \'kxa&,\6 jugement 
qui nous met hors d'état de faire correspondre les dispositions 
à des quantités linéaires. Néanmoins elles possèdent en partie 
quelques-unes de leurs propriétés caractérisques à un degré 
surprenant. C'est ainsi que la tristesse ou la joie peuvent 
s'accroUre à la suite de petits incidents successifs, dont chacun 
pourrait ii lui seul apporter un peu de tristesse ou de joie. Je 
suis donc convaincu qu'on est fondé à parler dans le sens 
propre du mot de joie double, de mauvaise humeur double. 
Toutefois la conception dtes dispositions comme quantités 
linéaires peut être encore plus facilement attaquée que la nature 
mathématique des sensations. 

13. — Les guajitltés qai apparaissent dans les mathématiques 
elles-mêmes sont en partie non linéaires. — Les quantités 
mathématiques citées jusqu'ici ont été trouvées toutes dans le 
monde extérieur ou dans le monde intérieur de l'âme. Nous 
nommons de pareilles quantités réelles. Mais il y a des 
quantités que crée la pensée humaine et qui sont en dehors de 
tout rapport direct avec le monde de la perception. Les procé- 
dés logiques de la combinaison des quantités, une des opéra- 
tions favorites de l'esprit humain, cor^duisent h certains symboles 
qui en mathématiques s'appellent quantités , et qui non 
seulement servent, comme en général les signes mathéma- 
tiques, à résumer dans un signe les conclusions qui reviennent 
constamment, de sorte que la vue d'un pareil signe nous 
épargne la récapitulation d'une série de conclusions, mais qui 
aussi représentent une suite discontinue ou infiniment resserrée 
de signes mathématiques d'une certaine espèce. 

Elles sont d'un intérêt particulier, ces quantités qui naissent 
de l'application des opérations mathématiques au-delà des cas 
où elles sont naturellement valables, (*) ou bien de la poursuite 

(') C'est ce que Hankel a appelé le principe de permanence clés lois 
formelles. Il est peut-être bien risqué de faire d^à un principe de quelque 
chose qui réussit étonnamment, mais par hasard, quand, pour le moment, 
on n'a pu pénétrer que bien incomplètement dans l'essence du phénomène. 
Il y a une foule de cas où les lois formelles ne peuvent être appliquées au 
delà du domaine' de valabilîté, sans conduire à des résultats absolument 
inutiles. Par exemple, la loi formelle 
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de serlaijift? ^.laiogies; pt auxquelles ne convient plus aucune 
signification numé.ique de sorte qu'elles ne peuvent jamais 
être prises pour des quantités linéaires. Ici, il est clair pour 
tout le monde qu'elles doivent leur nom de quantité unique- 
ment à ce que leur origine et leur déflnilion permettent de 
calculer avec elles comme avec les quantités réelles ; le plus 
souvent pourtant, à la condition de restreindre ou d'altérer 
certaines opéralions auxquelles on peut soumettre les quantités 
linéaires. 

Dans la quantité complexe, par exemple, la distinction de 
plus grand ou de plus petit disparaît pour se réfugier dans le 
module. « Dans l'inlini des fonctions >> ce qui fait le plus grand 
ou le plus petit, ce n'est pas la différence mais io quotient. {") 
De même toutes les branches des mathématiques s'enrichissent 
chaque jour de quantités que l'on peut, pour les distinguer des 
précédentes, appeler quantités analytiques. 

14. — EnfiQ II apparaît dans les relations Mmaines des 
(piantltés mathématiçues qui n'ont rien de commun avec celles 
citées jusqu'ici. — Mais au fond, les quantités analytiques 
appartiennent encore elles aussi au monde de la jjerception ; 
les problèmes et méthodes de la mathématique satisfont tous 
finalement à notre tendance à comprendre mécaniquement le 
monde. Mêmes les doctrines les plus abstraites que l'analyse 
et la géométrie ont imaginées, tantftt pour suivre la marche 
tracée par un problème physique, tantôt les tirant de leur 
propre fonds, possèdent pour l'homme intelligent une valeur 
non moindre que telle méthode dont le but immédiat est 
pratique. 

Dès qu'une combinaison de quantités paraît nouvelle, cela 
suffit pour lui accorder une valeur, car qui peut savoir si dès 
demain elle ne nous prodiguera pas les explications les plus 
désirées sur des points où nous les attendions le moins ? Sur 
les besoins scientifiques de l'avenir nous sommes précisément 
tout-â-fait hors d'état de juger parce que, comparés h la 
provision do choses inexplorées, soit en nous, soit hors de nous, 

est valable dans une foule énorme de cas,niais au-tielà, elle ne donne rien 
qu'une formule fausse. 

(■) Nous montrerons plus loin ca qu'il en est des quantités Infinitaires. 
C'est principalement la propriété de divisibilité qu'elles ne possèdent pas 
au sens des quantités linéaires ; attendu que de la divisibilité résulte 
immédiatement qu'on peut approcliôr autant qu'on veut de toute quantité 
linéaire donnée, — comme on approche de %in h. l'aide de la suite 

13 7 
-^irT-r-H-. . . . Leipz. Ann. XI Bd. IJber die Parndoxen des Infi~ 

nîslarcaleûls. Art. 9. 
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notre savoir et notre perspicacité sont une quantité infiDiment 
petite dans le sens le plus propre du mot. 

De cette remarque qui noua servira de transition des 
quantités réelles aux quantités mathématiques, il ne faut pas 
conclure qu'à mon avis il laille renverser les limites qui séparent 
les jeux savants de la mathématique, et que les combinaisons 
du jeu d'échec puissent être considérées comme occupant le 
même rang scientifique que celles de l'algèbre, par exemple, 
parce que personne ne peut savoir pour celles-là h quoi elle9 
serviront un jour. L'inégalitâ de rang, que l'on sent en général 
entre les combinaisons d'échecs et celles de la mathématique, 
me paraît, abstraction faite de l'utilité pratique, consister en ce 
qui suit ; 

On ne peut nier que le problème du saut du cavalier, el 
particulièrement ce qu'on appelle les fins de parties de j'en 
d'échecs, avec leur conclusion qui se déduit nécessairement 
de la pose initiale de quelques figures, présente le caractère 
propre aux questions vraiment mathématiques, dans les limites 
d'un champ de combinaisons très restreint. Mais à la pjrtie 
de jeu se mêle un élément aussi nécessaire qu'il est peu 
matnéœaliqae, à savoir les fautes dépensée. La partie de .jeu 
proprement dite n'appartient pas h la mathématique parce 
qu'elle suppose des partenaires dont le jugement est humaine- 
ment imparfait. Si on écartait les fautes, le jeu fournirait des 
problèmes de combinaisons sans doute sérieux, mais d'une 
com{.lication inouïe. On serait déjà dans l'embarras si on 
voulait expliquer ce qu'il faut entendre par ; un coup d'échecs 
pnpfait. (') Le champ de combinaisons est si restreint qu'il ne 
récompense pas des recherches d'une aussi extraordinaire 
difficulté, — pas plus que le si petit nombre de résultats 
nouveaux, qui sont en perspective. Il en est de même des jeux 
de cartes savants oîi on laisse au hasard la plus petite influence 
possible. 

Les quantités qui intervienaent dans les jeux, diitinctes 
parleurs valeurs, ont de commun avec les quantités analytiques 
mentionnées la non réalité, mais elles n'ont pas comme celles-ci 
avec la réalité un rapport à peine moins étroit que beaucoup 
de quantités réelles ; surtout elles correspondent à des champs 
extraordinaire ment pauvres de combinaisons ; nous leur donne- 
rons le nom de quantités de Jeu, et nous terminerons là cette 
revue des différentes espèces de quantités du monde de la 
perception. 



(*) Entre des êtres raisonnant avec une l'âctitude parfaite toute la 
partie se bornerait à tirer au. sort le premier coup. 
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15, — Tout ce qui précÈde montre que nous avons surtout à 
étudier avec le plus de rigueur possible le concept de grandeur 
linéaire. — Ici donc se termine notre revue. Après avoir 
examiné suivant tant de directions ce qu'il faut entendre par 
grandeur matiiématique, nous avons appris à délimiter à peu 
près ce concept. Pour résumer en peu de mois nos résultats 
acquis, la rigoureuse science de la nature tend à retrouver 
sans cesse dans tout ce qui est variable la môme espèce de 
grandeurs, à savoir les quantités mathématiques linéaires, 
jointes au concept du nombre, et l'essence dos choses ne 
présente aucun obstacle invincible qui s'oppose à cette ten- 
dance. 

Les champs d'études, que recouvi-e l'obscurité des phéno- 
mènes psychiques, nous montrent à côté de quelques espèces 
de grandeurs graduées h la manière des linéaires, des espèces 
auxquelles il peut arriver un jour de revêlir l'uniforme de la 
mesure de longueur, quoique elles soient de nature toute 
différente. Les autres grandeurs que nous rencontrons dans le 
monde de la pensée humaine ou bien sont des créations de nos 
méthodes de raisonnement scientiÛques, ou bien servent à 
notre divertissement. 

On n'a pu encore donner jusqu'ici une déûnition spéciale 
plus précise du concept de quantité linéaire, Lenr propriété 
principale est, nous l'avons montré, que comme la longueur, 
elles se prêtent à des comparaisons de mesure, et que même 
finalement, elles peuvent être saisies comme une longueur, — 
nous n'avons pas d'ailleurs indiqué avec plus de précision ce 
qui caractérise la mesure des longueurs elle-même. Nous 
avons posé plus haut comme signé des quanlités linéaires une 
certaine homogénéité, en vertu de laquelle leurs différences, 
parties et multiples sont encore des quantités de même espèce. 
Enfin, il a été question de la fusion des concepts de quantité 
et de nombre. 

Tout ceci doit être maintenant espo,sé avec beaucoup de 
soin car le concept de grandeur est la clé unique et nécessaire 
pour arriver à l'intelligence des autres concepts fondamentaux 
de l'analyse. 

Le concept de quantité tel que nous voulons le décrire 
maintenantseprésentesous trois degrés différents d'abstraction. 
Tout d'abord c'est un concept brut, impliquant une idée vague 
de comparaison, qui pourrait bien nôtre pas exclusivement 
humain. En vue de la mesure, il s'afûne et reçoit le contenu 
que nous pouvons considérer comme l'origine des mathéma- 
tiques. Quand, nous fondant sur l'intuition habituelle et 
naturelle des choses, nous l'aurons analysé le mieux possible, 
il semblera, et cela est pour le moment notre but, il semblera, 
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dis-je, que nous soyons tout-à-fait parvenus à la délimitation 
précise du concept de quantité et que le dernier mot là-dessus 
ait été dit. 

Mais nous trouverons ensuite que cela n'a simplifié en rien 
pour nous la difflculté du concept de limite. Nous serons donc 
obligés encore une fois de remonter à la naissance du concept 
de quantité linéaire et de le poursuivre cette fois jusque dans 
ses racines les plus tenues. On voit ainsi que la pénétration 
véritable dans l'essence des deux concepts de grandeur et de 
limite est indivisible, ou plus exactement les deux choses 
s'équivalent, comme je l'ai déjà déclaré U y a longtemps. (*) 
Ce troisième degré de l'abstraction du concept de grandeur 
aide donc aussi à mettre en lumière cette remarquable 
opposition desdeux intuitions fondamentales propres à l'homme 
dont il a été question dans la préface et qui reviendront plus 
tard sous le nom d'idéalisme et d'empirisme. 

16. — Définition plus précise da concept de ^antlté linéaire. 
— Puisque les quantités mathématiques linéaires dont l'ex- 
tension n'a pas de limite se comportent, en tant que grandeurs, 
comme des longueurs, il n'est pas nécessaire d'en avoir 
constamment présente à l'esprit toute la multiplicité, il suffit de 
penser tout simplement aux longueurs. Toutefois nous conser- 
vons la désignation de quantité, n'employant l'expression plus 
explicite «quantité mathématique linéaire», que là où ce 
caractère des grandeurs devra être accentué. 

Le premier degré de l'abstraction de quantité linéaire est 
ainsi caractérisée ; 

Comparaison sans la représentation de mesure. 

I. — Les quantités mathématiques linéaires sont ou bien 
égales ou bisn inégales. Elles sonl égales si leurs manifestaiions 
sensibles produisent la même impression dans les mêmes condi- 
tions. L'une est plus grande que l'autre si son imaye sensible 
peut-être diminuée par exhaustion de telle manière qu'elle 
puisse exactement coïncider avec l'autre, la chose inverse étant 
d'ailleurs impossible. 

II. — Parmilesquantilés linéairesd'uneespèce, par exemple, 
pour iout':S les étendues possibles, aucune en particulier ne 
jouit d'une prérogative, et nous ne nous représentons ainsi 
comme nécessaire aucune lim.ite dans lapetitesse ou la grandeur 
d'une quantité. 



(*) J'ai Ronunencé cette étude dans l'introduction à l'article déjà 
cité, Veber die paradoxen des in/înitatxakuls. 
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espèce réunies, 



111, — ueux ou plusieurs quamiies ae même espèce reunies, 
donnent une nouvelle quantité de m'ente espèce, plus grande que 
ses éléments composants. D'un autre côté toute quantité peut-être 
partagée en un aussi grand nombre qu'on voudra de quantités 
de même espèce, dont chacune est plus petite que la quantité non 



Tandis que la premii^re partie de la propriété III donne la 
représentation de la somme, la deuxième contient incontesta- 
blement le germe de la comparaison de mesure ; car ce qui 
intervient là ce n'est pas un assemblage fortuit de quantités, 
mais un assemblage qui fournit uu certain résultat et engendre 
le concept de la différence dans lequel nous trouvons distinc- 
tement le caractère de mesure — On arrive ainsi à la Compa- 
raison aveé la r^résentation de n 



IV. — Quand une quantité est plus grande qu'une deuxième, 
il en existe toujours une troisième de même espèce que ces deux 
là, qui, unie à la deuxième, reproduit la première. 

Suppose-t-on égales la deuxième et la troisième, on est 
conduit alors par la proposition IV au partage avec propriété 
de mesure. Puisque nous voilà parvenus au partage en deux 
parties égales nous pourrions, étant donnés une quantité, en 
chercber une deuxième plus petite, telle que îa différence fût 
la moitié de la plus petite, etc.. Pourtant ce n'est guère ainsi 
que le genre humain a acquis les intuitions communes à tous 
les hommes, auxquelles nous arriverons maintenant. Mais i! 
suffit pour notre recherche, de pouvoir les supposer communes 
h tous les hommes, et il est tout à fait innliie que nous nous 
perdions en conjectures sur la façon dont ils les ont acquises . 

Si on réunit des quantités égales, en disposant à volonté de 
la grandeur et du nombre de ces quantités, la quantité qui en 
représente la somme est également arbitraire. Nous nous repré- 
sentons très-bien que, si grande que soit supposée une quantité, 
on peut en composer une qui la surpasse en grandeur en 
ajoutant des quantités égales entre elles dont la grandeur ou 
le nombre peuvent être arbitraires. Nous avons ensuite la 
représentation qu'une quantité quelconque peut-fttre composée 
rigoureusement à l'aide de quantités plus petites égales entre 
elles, dont nous pouvons choisir arbitrairement le nombre et 
que, ce nombre, croissant, la petitesse des parties tombe au- 
dessous de toute limite. 

Nous possédons ces représentations. Elles nous sont aussi 
naturelles et familières que celles qui concernent nos besoins 
physiques. Est-ce là une forme de pensée innée ou implantée 
chea l'individu par transmission, ou acquise par une observation 
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personnelle, cela nous est tout aussi indifférent que la manière 
dont elle résulte de représentations plus simples. 

Les propriétés de l'addition et du partage des quantités 
sont les propriétés fondaoïentales de l'analyse, mais en parti- 
culier cela est vrai da la divlsihilité illimitée des quantités 
maihémathiques linéaires, qui contient in nuce le concept de 
limite. Ajoutons maintenant aux propriéLés données plus haut 
celles qui suivent: 

V. — On peut toujours additionner des quantités égales ou 
inégales, dont la pltis petite ne doit paf tomber au-dessous d'une 
quantité prise aussi petite qu'on a voulu, en nomAre suffisant 
pour atteindre une quantitéqui n'estpas inférieureà une quel- 
conque de même espèce, donnée d'avance. 

VI. — Une quantité peut être d'une foule de manières, 
partagée en plus petites, et parmi ces divisions, se distingue 
celle qui se fait en deux ou trois, ou en un plus grand nombre 
de parties égales. Le partage d'aune quantité peut se continuer 
jusqu'à ce que toutes les parties deviennent plus petites qu'une 
quantité de même espèce supposée aussi petite que l'on veut. 
îyais si loin qu'on puisse supposer poussée ta division, les parties 
sont toujours des quantités de même espèce. 

Je veux d'ailleurs remarquer expressément (jue dans le 
tableau précédent je ne me suis pas proposé de ramoner les 
propriétés du concept à leur mesure nécessaire et d'acquérir 
A'msïle plus petit nombre possible de perceptions, sur lesquelles 
notre pensée fondant son travail nous fournit la représentation 
de la quantité malhématique linéaire, comme nous la tirons 
sans doute de perceptions variées et sans nombre. — Cela 
exigerait une recherche d'une nature exlraordinairement déh- 
cate, qui ncius égarerait. On ne pourrait d'ailleurs répondre h 
la question concernant le plus petit nombre nécessaire de 
propriétés que par une étude approfondie et complète du 
concept de grandeur. Mon but a été seulement de donner une 
définition telle que chacun y reconnaisse le concept qu'il possède 
des quantités mathématiques linéaires de la géométrie, et, 
suivant l'étendue de ses connaissances, les propriétés d'autres 
quantités linéaires innombrables qu'olTrent les branches les 
plus diverses delà science. 

. Aux premières représentations brutes de la quantité mathé- 
matique linéaire, c'est-à dire vraisemblement à la représenta- 
iion fondamentale la plus ancienne et la plus répandue des 
choses qui, ne différant qu'en grandeur ou en petitesse, se 
prêtent tout de suite à une mesure plus rigoureuse, s'est joint 
incontestablement le concept d'unité de mesure, et l'unité a été 
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suivie des nombres fraetionnaii-es. Le fait de mesurer avec les 
unilés a produit la science de k mesure, et celle-ci, sans cesse 
invoquée dans des recherches et des observations dans le ciel 
et sur la terre, a généralisé ses problèmes, agrandi ses vues, 
perfectionné ses méthodes et toujours augmenté l'ensemble de 
connaissances et de tliéories,d'où les mathématiques sont sorties 
dans les derniers siècles comme une science indépendante. 

Considérons donc encore l'union des concepts de quantité 
elde nonbre: Ces explications préliminaires sur le concept de 
quantité y trouveront leur conclusion. 

Quantité, nombre et formalisme littéral. 

17. — L'unité et le un. — Pour comparer enLre elles plus 
de deux quantités mathématiques, et aussi pour pouvoir 
s'exprimer avec une parfaite précision siir la variation des 
quantités, il faut fixer l'unité de grandeur, ou simplement 
l'unité, c'est-à-dire une quantité déterminée parmi celles d'une 
certaine espèce à laquelle on compare les autres et qui sert à 
les mesurer. Ce n'est pas seulement la divisibihté des grandeurs 
qui engendre le concept de l'unité, c'est aussi, comme je l'ai 
observé, l'attention fixée simultanément sur plusieurs quantités. 

Un certain degré de développement de la science de la 
mesure exigea un jour la division indéfinie de l'unité pour 
qu'on pût comparer entre elles d'une façon rigoureuse à I aide 
de l'unité des quantités différentes. C'est là évidemment 
l'origine des nombres fractionnaires qui, dans la représentation, 
rappellent en efîet toujours un certain partage. On aura assu- 
rément à distinguer ici encore au moins deux degrés de 
développement du concept. Les nombres fractionnaires les 
plus simples correspondent probablement à un degPé de culture 
à peine moins avancé que les nombres entiers ; le besoin 
journalier de partager la nourriture ou le butin ou toute autre 
chose a dû y conduire ; tandis que les fractions qui ont de plus 
grands numérateurs el dénominateurs, et surtout le concept 
développé de la iraction, appartiennent déjà à la science de la 
.mesure. Il est instructif d'opposer l'un à l'autre le. concept de 
a quantité dans sa liaison avec les nombres fractionnaires, et 
'e concept des nombres entiers. 

Ce qui sert de base au concept du nombre entier, c'est le 
un qui est profondément distinct de l'unité. Comme le un, est 
le point de départ des nombres entiers, l'unité, est celui des 
nombres fractionnaires; Toute uni'é est un un, mais tout un 
n'est pas une unité. Et il est heureux que pour ces deux 
concepts absolument distincts, nous ayons en même temps 
deux mots à notre disposition. Do reste ces deux sortes de 
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nombres, nombres entiers et nombres fractionnaires, finissent 
par ne former qu'une seule et même suite par l'intermédiaire 
du concept de mesure. Car bien que l'idée du nombre entier 
naisse indépendamment du concept de quantité, et n'ait directe- 
ment rien de commun avec lui, le concept de quantitt* tel que 
nous l'avons décrit suppose déjà le concept de nombre d'objets 
et complète ce concept de nombre à l'aide des nombres 
fractionnaires. 

On est conduit, par ce qui précède, soit dit en passant, h 
voir dans la théorie des nombres, en tant qu'elle se borne k 
l'étude des rapports et propriétés des nombres entiers, une 
science existant en principe, en dehors de l'analyse, et qui tôt 
ou tard formera un tout dislinct. Car si nombreux que puissent 
être ses points de contact avec l'analyse, si utile que celle-ci 
puisse lui être encore, — (ce qui peut donner pour quelque 
jour l'espoir d'une riche compensation), on est cependant fort 
tenté de croire que la théorie des nombres entiers peut atteindre 
un terme qui nous paraît aujourd'hui inaccessible & l'analyse, 
et qu'elle parviendra un jour à tirer d'elle-même la démons- 
tration de tous ses théorèmes. Je ne songe naturellement pas 
à tenir pour limités les rapports des nombres entiers et de 
l'analyse. Dans tout phénomène variable il peut arriver que 
des nombres entiers viennent attirer notre attention et acquiè- 
rent une impédance décisive. 

18. — Des nombres en tant que signes et quantités, et du 
formalisme. — Gomme les nombres fractionnaires ont dû 
naître du partage de l'unité qu'a exigé la mesure, on voit aussi, 
dès qu'on veut y attacher un sens, qu'ils sont inséparables de 
la représentation d'objets partagés. D'après cela il doit paraître 
contre nature de vouloir construire l'analyse au moyen de 
nombres purs, sans tenir compte de leur source ; les concepts 
de quantité d'objets et de grandeur. Combien une pareille 
séparation est artificielle, on le voit de la façon la plus nette 
quand il s'agit de la limite irrationnelle d'une suite de simples 

nombres. Les nombres 1, 3, 3... -o"'-ô-*** *ô~"' ^°^^ °" ^'^" 
des signes de quantités réelles, ou bien simplement des figures 
dont on peut certainement se servir comme de quantités de jeu, 
(article 14). Or il est vrai que, lorsque nous sommes plongés 
dans un calcul numérique ou dans un problème d'algèbre, il ne 
nous vient pas à l'idée devoir constamment des quantités réelles 
sous nos nombres ou nos lettres, qui représentent des nombres 
laissés indéterminés. Pourtant, dans le développement des 
concepts analytiques fondamentaux, cela ne nous autorise pas 
plus à faire abstraction de leur origine véritable, que la philo- 
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Sophie du langage ne saurait, pour des raisons semblables, se 
montrer satisfaite à la constatation d'une langue toute Ibrmée. 
ho. représentation du chiffre vient dans le travail rapide de ia 

fensée, à la place de celle d'un rapport à Tunité de grandeur. 
1 en est de même en réalité du langage, en tant que les mots 
sont devenus des représentations indépendantes. Pendant qu'on 
écrit ou qu'on parie, à la place des représentations réelles 
défilent en grande partie les représentations do mois elles- 
mêmes, quoique durant ces actes, comme on le voit en s'ob- 
servanttant soit peu soi-même, telle ou telle des représentations 
correspondantes emmagasinées dans la mémoire s'échappe et 
dépasse lo seuil de la conscience. 

De ces deux questions, l'étude de la texture du langage tout 
formé et la recherche de l'origine des mois et des formes 
grammaticales dans la formation des concepts humains, on 
pourrait se croire fondé à résoudre la dernière, par exemple, 
en supposant le langage inné chez l'homme, parce que pi'éci- 
sément on trouve que le langage tout formé s'est en partie 
dégagé des représentations que les mots désignent : Assuré- 
menton se ferait ainsi grâce de la moitié de la besogne. C'est 
h peu près ce que ferait l'analyste qui étudierait les fondements 
de sa science et qui, s'affranchissant du concept de grandeur, 
ne voudrait rien voir en analyse, que des symboles numéri- 
ques et littéraux. 

L'insuffisance du forinalismo pour concevoir le sens des 
opérations arithmétiques les plus simples ressort enire autres 
de la multiplication des fractions. Comment arrive-t-on à la 
règle de la multiplication des fractions, suivant laquelle, par 
exemple, -^ est le produit de -5- et de -g- . Le détour que 

fait Euter cache la dlFÛculté (') car ce n'est pas ainsi que la règle 
est née. On cherche vainement aussi, semble-t-il, chez les plus 
anciens auteurs, une explication du sens primitif de la règle. (") 

[') Euler iléfinit »■ X F-les -g ds'^ , sans doute da cette feçon le 

résultat est établi. [Voyez Algèbre d'Eiilei', page 106). 

j") Poiu- savoir comment les plus anciens traités de calcul présentent 
la règle de mumplication, je priai M. Caiitor, à Heidelberg, de me ren- 
seigner. 11 eut la bonté de me donner la réponse que voici : u Le plus 
ancien traité de calcul que nous ayons de l'an 1700 environ avant J.-C. 
(Papyrus de Ahmos, traduit par August Eisenlohr) renferme des multi- 
plications de fractions de toutes sortes, et le plus souvent, en vérité, 
sur des nombres abstraits. On n'y trouve pas de fondement à l'égalité 

r-X-s^^T-s Le calcul est ainsi conduit qucT- & 5- sontégalemcntdécom- 
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Mais si on renonce à lirer une idée de purs symboles, et qu'on 
voie dans les fractions ce qu'elles sont réellement, c'est-à-dire 
des parties d'unités de grandeurs linéaires, l'origine vraisem- 
blable de cette règle apparaît alors aux yeux de tous avec !a 
plus grande clarté. A côté de l'unité de longueur, l'unité de 
surface parut aussi nécessaire pour mesurer les surfaces planes, 
et ce qui fui reconnu comme le plus conforme à ce but c'est le 
carré, dont la forme ramène intuitivement à la mesure des 
longueurs. L'aire la plus simple de forme après le carré, le 
rectangle, quand les côtés étaient multiples de ceux du carré 
unité, donnait l'image directe de la multiplication des nombres 
entiers. Les rectangles plus petit-s que ce carré en exigeaient 
le partage et conduisaient ainsi à îa multiplication des fractions. 
Dans co regard en arrière, nous supposons, bien entendu, qu'il 
n'intervtentque des rapports rationnels de longueur. — Quelque 

esprit plus ingénieux partage le rectangle de côtés -^ et -^ 

ainsi que le carré unité en carrés de côté j^- pour les rendre 
comparables l'un à l'autre, et il reconnaît aussitôt que le rec- 
tangle vaut les ■TË'du carré. On croit les voir, îes chasseurs 
qui établissent domicile, mettre trêve à leurs disputes et désor- 



poséesen fractions partielles de mimérateur 1. 7"^= r ^ S~ 



s. LIi. 






On réunit ea une seule expresaioa tous les produits partiels, soit en 
écrivant simplement les uns â la suite des autres les éléments de tous 
les produits ordonnés suivant leur grandeur, soit en effectuant l'addition 

de quelques uns, par exemple, en remplaçant -^ — | — a-p^i" "0- 1 — soit 

enfin en les roduisant au même dénominafeiir. On obtient ainsi natu- 

jellcment k-j . 
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mais 36 partager entre eux la propriété d'après celte règle. En 
tous cas, la multiplicatioQ dosfracl'ons devient ainsi une suite 
toute naturelle et extrêmement olaire de la multiplication des. 
nombres entiers, et on peut très bien l'avoir trouvée aux 
premières époques de la science préhistorique de la mesure. 

Du reste, de ce que je viens d'alléguer en faveur de la vraie 
signification des symboles maLhémaliques, il ne faut pas 
conclure que je méconnais l'utilité des recherehes sur ce qu on 
peut appeler le mécanisme du calcul, recherches par lesquelles 
Hamilton, Grassmann et d'autres, notamment de nos jours 
M. Weierstrass, ont jeté un grand jour sur la nature des 
opérations composées et des quantités complexes. Mais pour 
bien comprendre la portée de ces recherches il faut jeter un 
coup d'ceil en arrière sur les premiers développements histo- 
riques de la science. Les opérations analytiques les plus 
simples sur une ou deux quantités, l'addition, la soustraction 
et la division, qui probablement a déjà pour origine la sous- 
traction repétée, ont conduit par leur répétition et leur extension 
à plusieurs quantités, S l'algèbre, au calcul des puissances, aux 
logarithmes, au symbole imaginaire. D'un autre côté, la trigo- 
nométrie est venue se joindre à ces théories en s'amalgamant 
entièrement avec elles. Ajoutons la création des opérations 
inlînics et de l'analyse infinitésimale et nous aurons énuméré 
les conquêtes les plus importantes qu'a faites au cours des 
siècles le génie analytique humain. Or tout cela n'a nullement 
été construit a priori. Au contraire, on ne saurait douter, et 
l'on peut s'en convaincre historiquement, que l'analyse est une 
science expérimentale en tact qu'elle a réalisé ses progrès en 
tâtonnant à pas lents, et d'essais en essais qui ne réuîsisaaicnt 
pas toujours. Ordinairement, des problèmes simples sur des 
quantités réelles suggéraient des opérations, élargies ensuite 
par induction, jusqu à former des méthodes que l'on se croyait 
en droit de lenir pour sûres, sans avoir môme songé à la 
nécessité d'une démonstration, comme par exemple la décom- 
position des polynômes en facteurs simples. C'est ainsi que les 
choses se sont passées en algèbre durant des siècles, que nous 
avons presque perdus de vue, et aussi dans des temps plus 
rapprochés dans le domaine des opérations infinies, oii seule- 
ment depuis Gauss, Cauchy, Abel et Lejeune Dirichlet, on a 
senti le besoin de justiRor les méthodes fournies par l'induction. 
Le fait est qu'on se trouve lout-à-coup en face du. spectacle 
stupéfiant de l'analyse toute formée, avec ses méthodes merveil- 
leuses usant en partie de symboles purement littéraux, mais 
conduisant toujours à des résultats corrects. Nous apprenons 
et nous employons cette science, dont la genèse primordiale 
nous échappe complètement, en ne cherchant de démonstra- 
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lions que pour des faits isolés, démonstrations qui se fondent 
elles-mêmes sur le fait de l'analyse préexistante. Et ici surgit 
encore une question : La forme actuelle de l'analyse est-elle 
nécessaire ? Ne pourrait-on pas inventer d'autres signes 
représentant d'autres combinaisons de conclusions et d'autres 
symboles littéraux, peut-être plus profitables encore que les 
combinaisons et les symboles actuels ? Or, quand on réfléchit 
sur cet ensemble de questions que nous présente le fait de 
l'analyse toute formée, il faut évidemment distinguer deux 
choses ; les opérations simples dont la répétition a conduit au 
calcul analytique el ce calcul lui même. Aux preinières, il faut 
adjoindre l'e'isence des opérations infinies les plus simples, 
notamment le concept de la limite, qui est le principal objet 
de ce livre. 

Pour ne pas trop embrasser à la fols, il convient de traiter 
séparément ces deux genres de questions. En effet, les recher- 
ches sur les opérations simples et sur le concept de la limite 
roulent sur les questions les plus abstraites de la connaissance, 
tandis que le mécanisme du calcul peut-être traité en partant 
de données purementlittérales.Voicicomment onpeutdéfinir 
le problème que présente le mécanisme du calcul ; Réduire au plus 
peHt nombre possible les règles simples entre les lettres ou 
signes introduits pour représenter les indéterminées du calcul ; 
ces règles sont censées permettre d'exécuter toutes les opéra- 
lions qu'il s'agit d'expliquer, sous cette condition que si l'on 
suppose données des relations quelconques, fixées par des 
équations, entre les lettres ou signes, ces relations subsistent 
durant tout le calcul (transformation des équations originaires 
au moyen des opérations simples ou composées), et peuvent 
être vérifiées pour chaque tranformation que le calcul fait 
paraître. En concevant ainsi le mécanisme du calcul, on peut 
aussi partir d'opérations simples qui ne découlent plus du 
concept de la quantité mathématique linéaire, mais qui, en 
satisfaisant à la seconde condition, peuvent servir de base à un 
calcul tout-à-i'ait légitime, et conduisent nécessairement à des 
résultats corrects, comme cela a lieu pour la multiplication 
intérieure de Grassmann. Dans le grand nombre de traités et 
de mémoires qui ont paru sur ce sujet, les auteurs ont souvent 
confondu les deux problèmos, celui de la métaphysique des 
opérations simples, et celui du mécanisme du calcul, et la 
, clarté des idées n'y a point gagné. Dans toute cette littérature 
il ne s'agit d'ailleurs guère que du calcul entre quantités 
supposées finies. On y peut ramener, comme nous le verrons 
dans la suite, le calcul des différentielles, qui a tant intrigué 
les géomètres du siècle passé. Mais reste encore l'analyse des 
opérations infinies et des variables continues. Ici encore on a 
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essayé de séparer une analyse purement littérale des concepts 
de grandeur et de limite. C'est Heine qui dans ses éléments de 
l'enseignement des propriétés des fonctions (') introduit une 
lettre pour désigner la limite d'une opération constatée comme 
convergente par le principe général de convergence, lettre qui 
figure comme les autres lettres dans le calcul. Par là même il 
met hors de discussion toute la métaphysique de la limite, etc. 
Mais si.comme je l'ai exposé plus haut.une pareille séparation 
peut-être utile pour l'analyse algébrique, attendu que les 
opérations élémentaires y forment un problème de connaissance 
à part, qui peut être facilement détaché du problème littéral 
sur le mécanisme du calcul, espèce de jeu logique entre de 
purs symboles, elle paraît l'être moins pour le calcul des 
fonctions dans leur conception la plus générale. Un esprit qui 
aime à approfondir les choses ne saurait en être satisfait. Ce 
n'est pas à dire, que pour les besoins de la pratique ordinaire, 
pour l'enseignement élémentaire, où l'on n'a affaire qu h des 
ibnclions régulières, il faille remonter aux questions subtiles 
relatives & la continuité et à. la limite. Un professeur chargé 
d'enseigner l'anglais à un élève négociant ne commencera pas 
par luifairc un cours sur lalinguistiquegénéraleet sur l'origine 
de la langue anglaise en particulier. Mais quand il s'agit de 
traiter toutes les questions qu'ofi're la théorie des fonctions de 
quelque nature qu'elles soient, par exemple ceriaines questions 
qui ont trait aux solutions des équations aux différentielles 
partielles, on ne pourra guère se dispenser de remonter aux 
concepts fondamentaux, et quand même on le pourrait on ne 
serait pas au terme de ses vœux, on sentirait qu'on n'a pas 
pénétré à fond la matière. En somme, si pour l'analyse algé- 
brique le problème du mécanisme du calcul offre peut-être plus 
d'attraits, pour l'analyse infinitésimale c'est bien le problème 
de la connaissance qui présente le principal intérêt, et l'impor- 
tance décisive. Et voilà un point saillant de la question. 

Un squelette purement formel et littéral de l'analyse, 
auquel se ramène la séparation du signe analytique d'avec la 
grandeur, finirait en effet par faire dégénérer celte science, qui 
en vérité est une science naturelle quoiqu'elle borne ses 
recherches auxpropriétés les plus générales des choses perçues, 
en un simple jeu de symboles, ofi les signes écrits prendraient 
des significations arbitraires comme les pièces du Jeu d'échecs 
ou les cartes d jouer. Si intéressant que puisse Être un pareil 
jeu, si profitable et même nécessaire qu'il soit aux fins de 
t'analyse, pour suivre jusqu'à leurs dernières conséquences 
littérales les règles du calcul des symboles, nées de la repré- 

(*} Die ElemenCe der FuncUonenlehi-e, J. de Borehardt. — Yol. 74. 
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senlation de quantité, celte mathématique littérale, quand eîle 
serait complètement arrachée du sol ob elle a poussé, )ie 
.tarderait pas à s'épuiser en une croissance inféconde, tandis 
que la science, si bien nommée par Gauss science des grandeurs, 
a, dans le domaine naturel de la perception humaine dont 
l'extension va toujours grandissant, une source intarissable de 
nouveaux objets d'étude, et d'impulsions l'écondes. Sans aucun 
doule, à l'aide de prétendus axiomes, de conventions, â.& philo- 
sophâmes imaginés ad hoc, d'élargissements inconcevables 
donnés à des concepts très clairs h l'origme, on pourra 
construire un système supplémentaire d'aritbmétique, sem- 
blable en tous points à celui qui est né du concept de grandeur 
pour garantir ainsi les calculs mathémathiques comme par un 
cordon de dogmes et de déflnitions défensives du domaine 
psychologique. Une pénétration peu ordinaire peut avoir été 
apportée dans dépareilles constructions Seulement on pourrait 
aussi de celte manière inventer d'autres systèmes arithméti- 
ques, comme cela s'est fait. L'arithmétique ordinaire est préci- 
sément la seule qui réponde au concept de grandeur linéaire ; 
elle en est, pour ainsi dire, la première manifestation, tandis 
que l'analyse avec le concept de limite en avant en forme le 
développement le plus élevé. Aussi ne parviendra-t-on pas à 
aplanir à l'aide du symbolisme ces difficultés du concept de 
limite, que bientôt et sans crainte nous attaquerons de front. 
Car tout analyste qui cache autre chose qu'un faiseur de 
combinaisons voudra remonter à l'origine dujeu do symboles, 
et alors se trouvera de nouveau placé en face dos problèmes 
qu'il avait tournés. 

Il nous faudra d'ailleurs revenir sur cotte matière quand 
l'Idéaliste et l'Empiriste auront exposé leurs systèmes, pour 
montrer leur rapport au fameux système arithmétique de M. 
Kronecker qui parait aussi répondre aux vues de M. de Helm- 
holtz, comme cela ressort de deux mémoires, que ces éminents 
géomètres viennent de publier. 

Des hommes non mathématiciens ont assez souvent cherché 
i éclairer les mathématiciens sur les cmcepts fondamentaux 
de leur propre science. Nous avons vu en géométrie que c'est 
en diflnitive le travail sérieux et bien dirigé des mathématiciens 
eux-mêmes qui a débarrassé la voie conduisant des perceptions 
des sens aux propositions de la science. De même la recherche 
la plus scrupuleuse peut seule supprimer toute discontinuité 
entre les concepts fondamentaux de l'analyse et notre système 
de représentations immédiates. C'est une question scientifique 
comme une autre, qui exige avec une connaissance suffisante 
des choses toute la puissance de travail dont nous sommes 
capables. 
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1 9. — Comment il faut eotendre en définitive le problême qui 
a pour ohjet le concept de limite, — Les considérations qui 
procèdent nous conduisent donc finalement à comprendre 
comme il suit notre problème. — Nous avons à démontrer la 
proposition que voici : 

Tout nombre décimal o, «i «ii ■ ■ *n =: 77-. + 77I3 + ■ ■ ■ t^, 

s'approche autant qu'on veut qnand n cfotl suffisamment, d'une 

valeur limite Sous les fractions 0, œ^; 0, «i a^ ; il fautentendre 

des multiples de dixièmes, de centièmes,,., d'une longueur unité 
dont les extrémités seraient et / . Si on porte tes longueurs 
0, «i; 0, a, «2 , ... sur l'unité de longueur 0. . .i , à partir du 
point 0, leurs extrémités tournées du côté du point I vont en se 
resserrant de plus en plus, et le point limite ferme la suite qui 
se resserre indéfiniment de telle sorte que toutes les extrémités 
sont situées par rapport à ce point limite du même côté que le 
zéro, les distances des poinis o, a.,; o, 0.1 <ii.i; ... au point limite 
tombant au-dessous de toute valeur. 

Cette conception géométrique du problème doit maintenant 
ne p&sêtreunehypolbèse.ni impliquer aucune restriction; mais 
en traitant dans ce cliapitre du concept de grandeur. J'ai eu 
précisément pour but de montrer que dans le champ si parfai- 
tement illimité de la pensée nous ne pouvons imaginer sous 
1(1 limite hypothélhiqiie rien autre qu'une (juanlilé linéaire 
représe:) table, ainsi, ce qui atteint très bien ce but, une 
longueur. Une limite numérique abstraite est une façon de 
parler dénuée de sens ; nous ne faisons pas tort le moins du 
monde h la généralité de notre recherche, quand sous la limite 
hypothétique nous imaginons une quantité mathématique 
linéaire et donnons au problème l'énoncé qui précède. 

Et maintenant j'ouvre la discussion de l'Idéaliste et de 
l'EmpirisIe sur le problème proposé. 
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Les deux conceptions Idéaliste 
et EmpiHsIe de la limite et de la grandeur 



Système idéeiliste 
L'IDÉALISTE 



20. — ConcepI de limite. — L'existenea de la llmife a besoin 
d'une démonstration. — Je pose la longueur exacte comme 
fondement de la science des grandeurs, et je me représente 
comme unité un segment de ligne droite parfaitement délimité, 
dont je désignerai les extrémités par et i. Sur cette étendue, 
nous connaissons une foule innombrable de points déterminés 
de différentes manières; parmi eux il laut considérer particu- 
lièrement ces sortes de points dont nous pouvons trouver des 
représentants dans toute portion, si petite qu'elle soit, de la 
longueur unité. Ce sont les longueurs rationnelles, c'estrà-dire 
des demis, des tiers, des quarts, etc.. ou bien des multiples de 
ces fractions de l'unité de longueur. Ce sontaussi les longueurs 
en quantité innombrable susceptibles d'être oonslruiles,qui ne 
sont pas des fractions rationnelles de l'unité, mais des racines de 
nombres rationnels ainsi que des fractions rationnelles et des 
multiples de ces racines. La pensée peut multiplier indéfiniment 
le nombre de ces espèces de points, et la longue.ur unité se 
recouvre dans notre représeniation d'une foule de points de 
plus en plus dense. Seulement nous avons beau faire croître le 
nombre de ces points, notre pensée attentive ne voit jamais 
deux points coïncider, toujours au contraire deux points 
voisins restent séparés par un segment de ligne droite qui, 
abstraction faite de sa longueur, ressemble complètement h la 
longueur unité. C'est là l'image qui accompagne toujours ma 
représentation de grandeur. 

Je ne viens de citer comme pointa distincts de l'étendue 
0....1 que les fractions rationnelles de l'unité, ainsi que des 
lignes qu'on peut construire théoriquement. 

Dans ce qui suit, nous considérerons ces points comme don- 
nés et comme déjà connus, et il nous faudra tout de suite décrire 
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et étendre la manière dont de nouveaux points se rattaclient à 
ceux-lS, L'origine des, points dont il s'agira correspond à la 
considération du passage analytique à la limite. Le nouveau 
point détermine aup l'unité une éïendue qui est la prétendue 
limite c'est-à-dire le terme d'une suite d'étendues qui difîferent 
de moins en moins les unes des autres. 

Soit «i.Hî. . . des nombres pris dans la suite 0, I, 2, ... 9 
et soit donnée pour la suile 

"■•'"' ■'■■ = rô + m+- 

une loi qui permette de la continuer indéfiniment. Quand les 
B^ d'un rang déterminé reviennenl, périodiquement, la somme 
o,ai Kj ,.K,, .lorsque^ augmente, s'approche d'un certain nom- 
bre rationnel qu'on apprend à connaître dans les mathématiques 
élémentaires. Si on imagine maintenant portées sur l'unité de 
longueur 0... l, à partir deO, les étendues o, a,; o, «, «j ; etc.. 
o, a, tta ...oLp ; .... elles sont elles-mêmes rationnelles puis- 
qu'elles sont des multiples du dixième, du centième, etc.. de 
la longueur unité ; et dans le cas de la périodicité du nombre 
décimal illimité, la suite précédente possède une limite L, qui 
est aussi représentée par un point rationnel sur l'étendue 
0...1, et qui remplit cetie condition que lorsque p augmente la 
différence L — o, a, oj . . ,a^ devientaussi petite que l'on veut. 
Mais si la suile des «„ n'est pas périodique et que aucune 
des espèces de points dont nous avons admis l'existence ne 
contienne un point L qui remplisse la condition de limite 
relative à/- — o, aiaa...a,„ c'est alors que se place la proposition 
dont nous avons h nous occuner ici et qui est celle-ci : La 

suite o, ffi, ; o, on a,, ; ,. etc., détermineunnouveaupointsur 

l'unité de longueur, c'est-à-dire que cette suite l'introduit de 
fOFCe dans le domaine de nos représentations; le point s'appelle 
alfjra la limite de cette suite. Il n'appartient pas, par hypothèse, 
aux espèces de points considérés comme connus ; il est donc 
hors de doute que son existence doit-être démontrée tout 
d'abord, et son existence est et restera une hypothèse, si une 
pareille démonstration no réussit pas ; c'est là maintenant ce 
qu'il nous faut examiner. 

21 . — Concept de limite. Des démonstrations de l'existence de 
la limite. — J'ai beau chercher, je ne vois que deux points de 
vue principaux pour démontrer l'existence de la Umite L de 
o, 9.1 ixi . . . dj, . En premier lieu îe point limite L s'offre comme 
la limite d'une étendue, dont la longueur décroît indéfiniment 
el tombe au-dessous de toute quantité. En .second lieu ii est 
saisi par l'esprit comme le point de séparation dedeux étendues. 
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Voici comment on peut exposer la première démonsLralion : 
Toul d'abord on a, poup toute valeur de p et de q. 

o, a, (.,... et, <o,«,a,... K +1) 
parce que 

lOp ~ 10*+' ~ 10^+* ^ ■ 

et, d'après l'hypothèse que c, «1 «s ... n'est pas un nombre 

rationnel, les a ne seront à partir d'aucun rang tous égaux à 9. 

Si on construit ainsi sur la longueur unité une étendue Sj, 

de longueur -j^ i reliant les points o, *, a^ ... œ et o, cc^ «^ . . 

(oLp -]- 1), toutes les étendues o, ai œj ... a,, ai grand que 
puisse être n, se termineront on des pointa situés sur % , de 
sorte que la longueur limite hypothétique L (définie par ce fait 
que L — o, ci-i a^ . . .e„ , pour les valeurs croissantes de n, peut 
devenir aussi petite que l'on veut) doit tomber elle aussi dans 
cette étendue Sj, . Imaginons maintenant qu'on donne h. p des 
valeurs de plus en plus grandes , s^ deviendra aussi petit 
qu'on voudra et chaque nouvelle Sp sera contenue dans toutes 
les précédentes. De la sorte, le point hypothétique se laisse 
resserrer entre des limites de plus en plus étroites. Faisons 
mainlenant tendre l'étendue Sy vers zéro, ses extrémités fini- 
ront par se confondre on un même point et ce sera le point L 
hypothétique, dont l'existence se trouverait ainsi démontrée, 

11 n'y a pourtant Ih point de démonstration, mais bien une 
surprise. En effet, l'étendue Sp est et reste indéfiniment limitée 
par des points appartenant aux espèces supposées données. 
Nos hypothèses nous autorisent sans doute à diminuer indéfi- 
niment l'étendue Sp ; mais c'est là une opération do !a pensée 
qui ne change en rien la nature denotro représentation. Grande 
ou petite, l'étendue s,, reste toujours une étendue comprise 
entre deux points rationnels. Si maintenant tout-à-coup et sans 
londement logique, nous substituons h.V étendue un point, c'est 
là un acte par lequel nous faisons clairement et gratuitement 
intervenir une représentation nouvelle ; nous la laissons suivre 
immédiatement la première et anticiper précisément sur ce 
qui devait être démontré. Une rencontre graduelle de deux 
points, expression dont on se sert et qui semble très bien tra- 
duire le fait, est absolument un non sens. Ou bien on a des 
points séparés par une étendue, ou bien on n'a qu'un seul 
point, il n'y a pas de milieu. 

L'autre méthode de démonstration est la suivante : Les 
points que nou^ imaginons donnés sur l'étendue unité se par- 
tagent en 3 catégories : 1° ceux qui finiront par se trouver 
couverts parles étendues que l'on porte successivement sur la 
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longueur 0... 1, savoir, o, ai, 0, Kl Kj ,,, eto ; 2° Les pointspour 
lesquels cela n'arrivera jaaiais. 3° Les points hypothétiques 
de telle nature qu'ils n'appartiennent à aucune de ces deux 
premiôi-es catégories. li est tout d'abord facile de voir que la 
troisième catégorie contient ou pas de points ou un point au 
plus ; car on peut faire les deux remarques suivantes : i" dès 
qu'un point appartient h la première catégorie, il en est de 
Tûème de tous ceux qui se trouvent entre zéro et lui, et dès 
qu'un point appartient à la dTuxième, il en est de même 
de tous ceux qui se trouvent entre lui et un. 2" tous les 
points décimaux appartiennent à l'une des catégories 1 ou 2. 

Il s'ensuit qu'il ne saurait y avoir 2 poinls dû la troisième 
catégorie, car on pourrait imaginer des points décimaux 
dans l'intervalle qui les séparerait ; ces points seraient ou non 
couverts dans la suite des constructions o, ai o, cti a^ ... et il 
en serait de môme des deux poinls en question ce qui est contre 
l'hypothèse. Ainsi la catégorie 3 ne peut contenir que un ou 
aucun point. 

De la remarque(l) résulte maintenant que les étendues sur 
lesquelles se trouvent les points de l'une et de l'autre catégorie 
sont sans interruption de sorte que le point de 3™" espèce, s'il 
existe, ne peut être que l'extrémité commune aux deux 
étendues. Mais si l'étendue unité se partage en deux portions 
égales telles que les points de l'une finiront par être couverts, 
tandis que les points de l'autre ne le seront jamais, il faut que 
leur extrémité commune soit également la limite hypothéti- 
que L, car ce point précisément satisfait h la condition 

Z-m {L—o, ai oLj . . . ïp) =: ; 
d'où il suit encore qu'un point de 3"" espèce est impossible 
paroeque le point limite n'est jamais atteint. 

Si convaincante que nous paraisse toute cette explication, 
elle cache encore cependant une surprise, quoique un peu 
moins visible que la prétendue première démonstration; j'a- 
vouerai même que pendant un certain temps je me suis 
imaginéavoir réellement découvert là la preuve de la limite. 

Pour caractériser d'un mot le point faible de la démons- 
tration, elle serait absolument rigoureuse si nous élargissions 
encore le concept de quantité géométrique par cette proposi- 
tion complémentaire « que la longueur est formée de poinls n 
Cela va tout de suite devenir clair. 

Je remarque d'abord que jusqu'à la phrase qui commence 
par ces mots : « de la remarque (1) résulte maintenant que....» 
le raisonnement ne souffre aucune objection. C'est seulement 
la conclusion de la démonstration qui n'est plus satisfaisante. 
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Nous nous plaçons en un point d'où nous pourrons juger 
la valeur de pareilles démonstrations, même sans examiner les 
conclusions séparément, ennous allachant à ce qui peul-êLre 
démontré d'une façon générale sur le fond de notre représen- 
talion de grandeur, telle qu'elle a élé donnée au début de 
l'exposé du système l'idéaliste. 

Le concept de quantité supposé ne nous fournitrien de plus 
qu'une longueur précise ... 1, et, surcelle-ei, des points 
innombrables que nous pouvons sans doute imafjiner aussi 
resserrées que nous voudrons ; mais, comme je l'ai dit, dans 
tant effort d'imagination, qui correspond à un image déterminée 
passant devant îa conscience sans le moindre nuage, nous 
nous représentons toujours entre deux points voisins un 
segment de ligne droite qui coïncide exactement suivant son 
étendue avec l'unité. Ce que nous avons dit des nombres 
.décimaux, à savoir qu'ils doivent appartenir ou a la catégorie 1 
ou à la catégorie 2, est vrai de toute espèce de points dont nous 
supposons que se composent les points donnés sur la longueur 
unité. Ainsi nous pouvons dire que les points donnés appar- 
tiennent îi la catégorie i jusqu'à un point N' incl'.isivement et 
à la catégorie 2 à partir d'an point TV' inclusivement, de aorte 
que, en outre, N et N' sont aussi rapprochés qu'on veut l'un et 
de l'autre, et qu'enfln entre eux il ne peut y avoir aucun des 
points considérés comme donnés. Voilà, en toute rigueur, 
absolument tout ce qu'on peut démontrer et ce qu'a démontré 
le raisonnement précédent. 

La surprise dès lors réside évidemment on ceci, que nous 
admettons des étendues déterminées par les points que l'on 
suppose connus, sans que les extrémités en soient donni^es. 
Une étendue n'est déterminée que par ses deux extrémités. 
Les deux étendues en lesquelles se divise l'unité 0.,,1, ont 
certainement les extrémités et 1, mais l'extrémité commune 
n'est pas déterminée par ta première partie de la démonstra- 
tion. L'une des étendues n est précisément déterminée que 
jusqu'à un point iVde la suite des points représentés, et 
i'autre à partir d'un point JV' analogue. Sur la partie de ces 
étendues situées entre ces deux points, on ne découvre rien. 
Nous pourrons bien par l'imagination augmenter à volonté la 
densité de la suite des points. Il viendra, à la place des 
étendues JV. ..li', d'autres étendues JV,.., M' qui sont toujours 
contenues dans les précédentes et tombent en petitesse au- 
dessous de toute limite. Mais il n'ya jamais que des étendues; 
et, comme nous l'avons expressément relevé dans le premier 
mode de démonstration, cette façon de diminuer ne saurait 
rien changer fi la nature essentielle delà représentation; au 
contraire, le fait d'annuler l'élendue ou de la transformer en 
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un point est un acte arbitraire qui ne souffre pas une démons- 
tration réelle. 

Mais si nous changeons esseoliellemetil la représentation 
de la longueur, et que nous la concevions non aeuleuient 
comme le support de points; déjà connus, mais comme un 
agrégat de points si nous abandonnons cette représentation 
suivant laquelle ligne et point sont quelque chose de tout-à- 
fait difTérent, la critique de la deuxième démonstration croule 
évidemment, et il f'-iut reconnaître à celle-ci une entière rigueur. 
Nous ne pouvons peut-être pas nous représenter par l'imagi- 
nation tous les points dont l'étendue se compose; mais il 
sufflt qu'ils existent réellement. Ils se décomposent toujours 
en deux catégories suivant qu'il leur arrivera d'être une fois 
ou de n'être jamais atteint, et de la troisième catégorie, il ne 
pourra y en avoir qu'un ; mais qui, étant donné qu'un point 
n'a pas de longueur, n'entre pas en considération et doit 
nécessairement coïncider avec l'extrémité commune aux deux 
étendues. Car l'extrémité de l'éfeoduo des points atteints no 
Rera elle-même jamais atteinte, c'est-à-dire ne touchera 
jamais à la limite. 

On sent d'ailleurs qu'en considérant la longueur comme 
formée de points on suppose par cela même avant tout l'exis- 
tence de toute longueur limite, et que dès lors cette représen- 
tation doit engendrer une suite d'idées toute difîérente do 
celle qui nous préoccupe ici. 

Mais cette représentt,iion n'est ni claire ni nette. On peut 
bien, pour l'expliquer, citer l'image d'un crayon dont la 
pointe trace un trait iin. Mais il y a là l'idée de mouvement, 
le trait est le trajectoire de la pointe mobile. Larepréseolation 
de l'espace, immobile et tixe, ne fera jamais sortir l'image 
d'une ligne véritable uniforme d'une suite de points, si dense 
qu'elle soit, car des points n'ont pas de dimensions, et par 
conséquent une suite de points aussi dense qu'on voudra ne 
peut jamais devenir une distance ; bien au contraire, on consi- 
dérera toujours la distance comme la somme des intervalles 
de points. 

La conception de la ligne comme suite de points répond 
encore à la même lacune dans la suite des idées que nous 
avons critiquée déjà deux fois. En effet la suite de points sur 
l'étendue rectihgne, avec ses intervalles aussi petits qu'on veut, 
est une représentation dont l'essence n'est pas changée par la, 
diminution poussée jusqu'à l'infini des intervalles de points. 
Quand tout-à-coup nous supposons ces intervalles nuls, nous 
sautons brusquement suivant notre fantaisie et sans transition 
à une limite, qui cette fois non seulement n'est pas représen- 
table, mais aussi est lout-à-fait absurde ou du moins para- 
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doxale. Je re.jeUe ainsi l'élargissement diiconcept de grandeur, 
suivant, lequel la ligne doit être composée de points, la surface 
de lignes, etc. 

Il me faut donc renoncer h une démonstration de lalimite 
L du nombre décimal o, ai «j .... fondée suries hypothèses 
faites au début. 

C'est aussi en effet qu'on demande l'impossible, quand on 
veut d'une suite de points exclusivement composée de points 
appartenant à une catégorie donnée, faire sortir un point 
n'appartenant pas à cette catégorie. Pour moi la chose est 
tellement inimaginable que j'affirme qu'aucun travail intellec- 
tuel n'arrachera jamais à un cerveau humain une démonstration 
de ce genre, dût-on y supposer réunis le don de divination de 
Newton, la clarté d'Èuler et la puissance écrasante de l'esprit 
de Gauss. 

Toutefois il est conforme à l'intuition générale que la 
fraction décimale o, aj «a ... indéflniment prolongée, repré- 
sente une valeur, à laquelle nous pouvons donner une forme 
sensible, soit à l'aide d'une longueuroubien d'une autre quan- 
tité mathématique, par exemple, d'un poids. En effet, une foule 
innombrable de fractions décimales ont une limite qui peut 
être représentée par une longueur, et rien dans les fractions 
décimales ni dans, les longueurs ne peut éveiller le moindre 
soupQon que, à l'égard d'une propriété aussi générale que la 
co-existence de fraction décimale et de limite, une différence 
entre elles soit possible. Enfin on peut, en tout cas, approcher 
autant qu'on veut de la liinite hypothétique, c'est-a.-dire on 

peut trouver une quantité Lj tellequeL, — o,cc, cca Œj, ... 

pour toute valeur de p reste au-dessous d'une longueur, si 
petite qu'on l'ait choisie, en resserrant, comme je l'ai fait voir, 
la limite hypothétique dans un intervalle convenable. 

22. — L'objet ies considérations précédentes va être com- 
plété au sens de l'Idéaliste. — Si nous n'avons pu conclure 
avec nécessité, de nos représentations le point limite L, c'est 
que, ou bien réellement il n'existe pas, ou bien nous n'avons 
pas encore tiré tout le parti possible de nos représentations. 
Elles renferment encore des rapports que nous n'avons pas 
considérés, car lorsque notre représentation de grandeur est 
complote, et que ses liaisons avec le reste de notre système do 
représentations se montrent clairement, il faut que les points 
limites, s'ils existent, en découlent nécessairement. 

Il y a, en effet, une question essentielle que nous ne nous 
sommes pas encore posée. Etudions encore une fois la forma- 
tion de la limite L ; ce que nous avons en vue viendra aussitôt 
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— Ti- 
en pleine lumière, si noui examinons les clioses d'im point de 
vue plus physique. 

Comme idéaliste, je crois à la réalité de mes idéaux, je 
crois à la réalité objective de mes idées poursuivies jusqu'aux 
limites extrêmes de ma pensée, quoique, en vérité , comme 
î'inflni, elles ne soient pas représenlables. Je crois à l'inllni et 
à l'existence objective d'images géométriques précises ou 
plua co.'rectement à leur possibilité ; car cette possibilité si- 
gnifie que seules des circonstances secondaires et accessoires 
peuvent s'opposer à leur existence, comme on dit qu'il est 
possible que deux montres aillent parfaitement ensemble. Et 
toutes conclusions qui reposent sur de pareilles hypothèses 
doivent tomber dans le domaine de la possibilité, ou bien, sui- 
vant leur nature, dans celui de la réalité. 

Maintenant considérons une longueur précise, non-seule- 
ment imaginée, mais existant quelque part. Les longueurs 
o, Ki ; 0, ai «s .... existeront pareillement, et alors, ou bien 
leur point limite est une réalité objective, ou bien il n'y en a 
point. Tout cela est indépendant du fait que dans le monde il 
y a ou non dos cerveaux pensants ; nous n'avons donc pas à 
nous demander : 

Pouvons vous 'parvenir avec nécessité, par un chemin quel- 
conque, de nos représentations initiales à la représentation finale 
d'un "point limite ? 

Mais : Ecei-te-t~il, indépendamment d'un être pensant, un 
point limite, lorsque les étendues o, «, ; o, «i aj ; .... existent ? 

Celte façon d'envisager la question nous prescrit évidem- 
ment pour la traiter, une aufrc route que celle suivie tout 
d'abord. Nous n'avons plus le droit de poser en principe, 
comme nous l'avons fait au début de l'exposé du système de 
l'Idéaliste, les points que uous pouvons par la pensée placer 
sur la longueur unité, mais bien ceux qui y sont réellement. 

Il se présente donc h nous tout d'abord la question du 
nombre de points de division qu'il faut distinguer surl'étendue 
unité. Nous pouvons nous en représenter autant que nous 
voulons, mais combien y en a-t-il qu'il faille regarder comme 
distincts ? — Nous pouvons encore nous demander à un point 
de vue plus physique : Combien d'étendues moindres qu'une 
étendue donnée existent ou sont possibles ; c'est-à-dire, si elles 
n'existent pas, doivent seulement au hasard de ne pas exister? 

Pour donner S. cette question une réponse satisfaisante, je 
vais d'abord établir une distinction de la plus haute importance 
entre deux concepts. 
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23.— Des conceptsderiUlmité et de rinflni. — La quantité 
de poiats de division de l'unité de loaguenr ou d'étendues 
partielles en lesquelles se partage l'étendue uoité est dite 
illimitée ou bien infinie. Dès que nous aurons établi exactement 
le sens de ces deux expressions, les questions relatives au 
nombre de parties d'unité et à l'existence de la limite trouve- 
ront d'un coup leur solution. 

Un exemple éclaircira pour nous le sens de ces deux mots. 
Domandoûs-nous quel est le nombre des corps célestes 
répandus dans l'espace. Quand nous regardons de l'œil nu le 
ciel étoile, quelques étoiles brillantes nous apparaissent 
bientôt, comme parmi les points de division de l'étendue unité, 
notre pensée ^oit d'abord les fractions rationnelles. Une 
observation plus exacte faite 6. l'aide du télescope peut nous 
révéler, en raison de l'intensité de lumière et du grossissement 
dont nous disposons, partout où semblait s'étendre une obscu- 
rité uniforme, des masses d'étoiles déplus en plus denses. Nous 
avons ainsi l'impression qu'il n'y a pas de limite au nombre 
des étoiles ; et nous disons : Les corps célestes nous apparais- 
sent en nombre illimité. Mais à celte question « Quel est donc 
le nombre ?» — illimité ne serait certainement pas une réponse 
satisfaisante, parcequ'on voit toujours là par la pensée un 
homme qui compte et qui n'arrivera pas h. la fin de son calcul, 
soit qu'il n'existe pas de fin dans ce qu'i! compte, soit qu'il ne 
puisse atteindre celle qui oxis'e. 

Parle mot iv/îni la plupart "des gens instruits entendent 
que l'extension ou le nombre ainsi qualifié dépasse en réalité 
et indépendamment de l'existence d'êtres pensants tout ce qui 
peut à l'aide d'une unité déterminée se mesurer ou se compter. 
On dit u l'espace infini » et si on se le représente répandu 
partout avec les corps célestes qu'il contient, on dira aussi le 
nombre des corps célestes est infini. L'exactitude de cette pro-r 
position peut bien être contestée, mais à l'égard de l'expression 
personne a'aura rien à, objecter. 

L'expression «je me représente l'espace comme illimité» est 
inattaquable ; mais il serait impropre de dire : je me représente 
l'espace comme infini, parcequ'on ne peut pas précisé- 
ment se représenter l'infini,, qui sort du cadre de toute 
représentation. Il nous faudrait dire : je crois qu'il est infini. 

Tout cela bien pesé, voici maintenant comment on peut 
résumer le rapport de l'illimité à l'infini : Nous nommons 
illimité en grandeur ce qui, tout en étant fini, ne peut être 
dépassé par des multiples de mesures fixes, parceque nous 
nous le figurons grandissant et sortant des confins de toute 
sphère. 

Représentons-nous une mesure aussi grande que nous 
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voudrons, nous nous figurons la quantild illimili5e comme la 
dépassant. Que la quantité îlîimiLéo s&iL affranchie de l'idée 
qui l'accompagne clans notre esprit, que celui-ci renonce à 
satisfaire au besoin qu'il a d'une représentation, îilora de 
l'illimilé sort le concept de ce qui est supérieur à toute quantité 
et ne peut plus se représenter, l'infini. 

Il est de la plus haute importance de bien établir que 
l'illimité est toujours /îret, et que l'infini s'applique à ce qui 
suit le fini dans la direction de ce qu'on suppose illimité, c'est- 
à-dire, à ce qui n'est pas fini. 

La question : Quel est le nombre de points de division 
situés sur l'étendue unité? reçoit donc de ce qui précède la 
solution suivante : Dans la représentation, ee nombre est iUi- 
mité, et par suite, dans ia réalité objective, il est infini. 

24. — L'Infinimeat petit et ses principales propriétés. — La 
proposition que le nombre des points de division de l'étendue 
unité est infiniment grand engendre avec une nécessité logique 
la croyance à Vinflniment petit. 

En efi'et, nous avons établi plus haut que, selon le véritable 
concept, de grandeur, les points ne se suivent pas les uns les 
autres sans intervalle sur la longueur, qu'ils ne peuvent donc 
se rejoindre mais sont toujours séparés par des étendues, de 
sorte que de simples points no peuvent jamais former des 
étendues; à leur tour les points infiniment nombreux sont 
séparés par des étendues infiniment nombreuses. Donc, de ces 
étendues aucune ne peut être finie, c'est-à-dire ne peut être 
contenue un nombre fini de fois dans l'unité de longueur, parce 
que, l'unité de longueur étant arbitraire, toute étendue si petite 
qu'elle soit doit-ûtre constituée comme l'unité de longueur, et 
contenir aussi une infinité de points de division. 

On voit donc que l'étendue unité se décompose en une infi- 
nité d'étendues partielles, dont aucune n'est finie. Ainsi l'infi- 
niment petit existe réellemtnt. 

Voyons maintenant de plus près les propriétés dé cette 
nouvelle espèce de grandeur. La propriété principale de l'infl- 
uiment petit est la suivante : 

Un nombre fini d'étendues infiniment petites ajoutées les unes 
aux autres ne donne pas une étendue finie, mais de nouveau, 
M«e étendus infiniment petite. 

I! est vrai qu'on ne peut pas plus se faire une idée du 
domaine de l'intinimont petit que de celui du fini. On ne peut 
assigner de limite supérieure ni au fini ni à l'infiniment petit ; 
mais ce qu'il y a de sûr, c'est que, si grande qu'on puisse se , 
figurer une étendue Unie, un nombre fini de pareifies étendues 
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disposées à la siiiLo les unes des autres fournit toujours de 
nouveau une étendue Unie. Cette propriété convient aussi à 
l'infiniment petit, d'après son origine. Car si un nombre fini 
d'étendues infiniment petites donnait une étendue finie, elles 
ne pourraient pas toutes Stre inflniment petites, parcequ'il 
serait pour cela nécessaire qu'elles fussent en nombre infini 
sur une étendue finie, — d'où résulte la proposition. 

Ce n'est pas sans peine que la croyance à l'infiniment petit 
s'impose. Cependant, si on saisit l'idée hardiment et sans pré- 
jugé, si on ne recule pas timidement devant les difficuUr^s 
mais qu'au contraire on accepte les propriétés de cette nou- 
velle espèce de grandeur, telles que la logique les impose 
avec néiîessité, comme quelque chose oii il n'y ait rien à chan- 
ger ni à interpréter, alors la méfiance première fera bientôt 
place à une sécurité bienfaisante grâce à laquelle on se sent 
tout-à-fait à l'aise dans les fondements de la science esacte, ai 
obscurs et si litigieux qu'ils soient, et on peut prendre posi- 
tion d'après des principes fixes. 

Celui pour qui est nouvelle \a conception développée ici de 
l'infiniment petit trouvera bien épineuse l'extension qu'elle 
implique du concept d'égalité. En effet, je nomme égales deux 
étendues finies, lorsqu'il n'existe entre elles aucune différence 
finie. Cela n'empSche pas, et c'est là îa difficulté signalée, 
qu'on peut supposer qu'elles diffèrent par des inflniment petits. 
Si on voit des difficultés sérieuses à cette extension du concept 
d'égalité, c'est qu'on n'a pas encore une vue nette des raison- 
nements logiques qui conduisent à l'infiniment petit. Sans 
doute ce concept d'égalité est contraire à l'idée qu on s'en fait 
d'ordinaire, suivant laquelle la différence est absolument nulle 
et brave toute représentation. Mais l'essence proprede l'infini- 
mentpetit est précisément qu'il réside et doit résider en dehors 
de nos représentations et par suite nous ne pouvons exiger 
qu'à propos d'une de ses propriétés, qui peut nous paraître 
étrange, il s'offre tout-à-coup à nous en une représentation. 
Nous concluons donc : 

Deux quantités finies dont la différence est infiniment petite 
sont égale'. 

En raison de son importance, je montrerai que cette propo- 
sition n'est pas en contradiction avec le concept de la quantité 
mathématique, tel que nous l'avons donné dans l'inlroduclion 
(art. 18). Quand deux quantités de même espèce sont inégales, 
leur dill'érence est à son tour une quantité mathématique de 
même espèce (2"= propriété). Mais l'infiniment petit n'est pas 
une quantité mathématique de même espèce. Car s'il l'était, 
en vertu de la ;i°" propriété, on pourrait à l'aide d'un multi- 
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pie fini de cette différence inBnlment pRtite dâpasser toute 
quantité mathématique: ce qui exclut le concept de l'infloi- 
ment petit. A-iasi il n'y a entre les deux quantités aucune diffé- 
rence de même espace, elles ne peuvent donc être inégales, 
c'eat-à-dii-equ'ellessont égales, en vertu de la propriélé I.par- 
ceque des quantités mathématiques sont ou égales ou inégales. 
Nous donnons encore à ia proposition la forme suivante : 

Une quantité finie ne change pas si on y ajoute ou qu'on en 
retranche un infiniment petit. 

Ces rapports une fois établis nettement entro le flni el, l'in- 
fînimeiitpetit,demandons-nous maintenant : Comment faut-il 
s'imaginef l'infiniment petit ? — Car si son rapport au fini 
n'est point repréaentable, en tout cas l'infiniment pelitpeut en 
lui-même, si on fait abslpaclion de ce rapport, correspondre h 
certaines représentations. Naturellement on doit se le repré- 
senter tel qu'il prend naissance sous nos yeux, c'esL-à-dire, (en 
tant que nous considérons la longueur comme type de quan- 
tité), comme une portion d'étendue, par conséquent comme 
quelque chose d'identique au fini, comme une étendue. 

Et généralisant tout naturellement, nous appliquons alors 
tout ce que nous savons sur le partage et l'additmn d'étendues 
finies aux mesures des longueurs infiniment petites, parceque 
rien dans les idées acquises jusqu'ici n'oblige à admettre pour 
les longueurs infiniment petites des propriétés s'éloignant du 
fini. Par suite 

L'infiniment petit est une quantité mathématique el a de 
commun avec le fini Vensembte de ses propriétés. 

Quand une fois on a placé l'infiniment petit à côlé du fini 
dans nos concepts de la réalité, il ouvre la voie à de très nom- 
breuses etnouvellss recherches. 

Il se présente, par exemple, tout d'abord la question sui- 
vante : A l'aide des conclusions précédentes, étudier l'inllni- 
ment petit dans ses rapports avec l'influimenl petit, en tirer de 
nouvelles conclusions et ainsi de suite. De celte façon prend 
naissance une suite d'espèces de quantité se succédant de telle 
aorte qu'un nombre flni de quantités d'une espèce ne fournit 
jamais une qnantité des espèces précédentes. 

Lorqu'on étend au.'c quantités d'une seule de ces espèces 
les propriétés des quantités mathématiques ordinaires, et par 
conséquent les mêmes règles de calcul que pour le fini, la 
comparaison des différentes espèces de quantités les unes aux 
autres est l'objet de ce qui a élé appelé le calcul inftnitaire. Ce 
calcul Opère sur les rapporis de quantités infiniment petites ou 
d'infiniment petits d'espèce à espèce; et ces espèces montrent 
entre elles des liaisons qui échappent au concept ordinaire de 
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quantité. Les passages d'une espèce h une autre ne présentent 
pas, par exemple, la continuité de la variation des quantités 
mathématiques, quoiqu'elles ne donnent pas de changements 
hruaques ; brof nous sortons ici, pour ainsi dire, de la science 
des grandeurs, et nous entrons dans une voie nouvelle où l'on 
étudie non pas les rapports qu'ont entre elles les quantités 
d'une même ospèce, mais les rapports des espèces de quantités 
qui se distinguent les unes des autres à l'aide de l'infini. 

Dans l'analyse ordinaire, on distingue les ordres .des 
quantités dites infloiment petites, et on entend par là leurs 
puissances entières. — Les puissances fractionnaires ont les 
mêmes droits h être prises pour des ordres, mais les différentes 
espèces possibles d'infiniment petits, forment, comme l'apprend 
le calcul infinitaire,une suite de degrés beaucoup plus resserrée, 
semble-t-il, que celle des oiimbres épuisée déjà par l'ensem- 
ble dos puissances de la quantité qui devient infinie. Aussi 
au point de vue de la possibilité d'approcher d'unevaleur 
déterminée quelconque , la suite de degrés des ordres de 
l'infini possède d'autres propriétés que la suite desquantités 
linéaires. 

2'5. — Le concept de limite et les nombres. — De même que 
nous substituons aux nombres des longueurs, de même nous 
substituons les nombres aux étendues partielles de l'unité. 

Dès qu'on a complété par l'infiniment petit le concept de 
quantité, l'existence du point limite o, a^ a^ , . . . est aussitôt 
mise hors de doute. Chacune des deux démonstrations données 
plus haut acquiert alors une rigueur absolue. Considérons par 
exemple la deuxième : les points susceptibles d'êiré couverts 
vont jusqu'à un certain pomt N; ceux qqi ne le seront pas 
partent d un point N'. Miiis l'étendue NN' est maintenant 
infiniment petite, tandis que précédemment il fallait la consi- 
dérer comme décroissant sans limite. Acceptons donc le point 
N comme point limite, extrémité de la longueur L : il doit en 
réatitésafisfaire à la condjtionque i/ — o, «I nj ... œ,, pour les 
valeurs croissantes de ji tombe au-dessous de toute limite, car 
la différence ne peut pas rester supérieure à /ViV, et, puisque 
celte étendue est infiniment petite, elle n'ajoute rien à oNo\i L 
C. Q. F. D. 

Inversement à chaque étendue correspond un nombre 
o, «i ctj .... si i, n'est pas une fraction décimale de l'étendue 
lunité, ai est alors le plus grand multiple de dixièmes do 
i'élenduo unité, qui soit inférieur à L, «^ le plus grand 

multiple de centième, qui soit inférieur à L—o, a., elc cela 

donne naissance h une fraction décimale illimitée, dont le point 
limite est L. 
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Les points de division de l'éleadue uniié sont ainsi tout à 
fiiit équivalents aux nombres, y conapris les fractions décimales 
limitées ou non. A chaque point cotrespond un nombre, h 
chaque nombre une fraction décimale do l'unilô, de sorte que 
nous disons : 

L'ensemble de tous les nombres est infini 

Maintenant allons plus loin dans nos conclusions. Ici 
comme lorsqu'il était question de l'ensemblo des corps célestes, 
intervient un ensemble indéfltiîment grand. Les ensembles sont 
mesurés par les nombres entiers. Il y a donc une inlinité de 
nombres entiers. En vérité on sera disposé au premier abord à 
ne tenir la suite des nombres entiers que pour illimitée, parce- 
qu'oo pense à celui qui compte ; maî^ il faut encore ici séparer 
1 esprit qui compte du nombre lui-m&me. On lit quelquefois 
dans Gauss : Numerus infinité magnus, et ses expressions sont 
ordinairement bien pesées. 

Si on s'imagine le nombre entier non pas tel qu'il est écrit 
dans le système décimal, mais sous la forme d'une si^rie 
ordonnée suivant les puissances croissantes de 10, 

P. + P, 10 -f p^ 10'+ . . . , p^ = 0, f , 2, . . 9 
la série infinie donne alors l'imagedu nombre entier infini. Il se 
produit ici ce fait curieux que les derniers termes du second 
membre, que l'on perd de vue quand le nombre quitte le 
domaine de la représentation, ont précisément la plus grande 
influence sur sa valeur. Celte circonstance présente un intt^rêt 
tout parculier. Si en effet avec le concept de l'infiniment grand, 
nous admettons naturellement, comme nou^ l'avons f.iit ilans 
notre système de concepts, celui de l'infiniment pelil, nous 
devrons le représenter numériquement par celte l'raciion, 
un nombre fini ., ,, „ , ,. , „■, - f ■ 

r — ^-r. — . De celte façon de s imaginer le nombre intmi 

un nombre inlini ^ * 

résulte maintenant que la forme particulière du numérateur e' 
du dénominateur disparaît complètement de cette fraction. 
Car les chitïres dans le fini sont sans influence en comparaison 
de celle qu'ils ont dans l'infini ; si les chiffres dans l'infini 
sortent de la perception, et ne peuvent être indiqués, de aorte 
qu'en fait la valeur numérique de ciiaque terme est complè- 
tement laissée de côté et que l'infiniment pelit apparaît comme 
se tenant en dehors de lout rapport numérique avec le fini. 

Si donc je pense qu'il est tout à fait nécessaire de concevoir 
l'ensemble des nombres entiers comme infini, les nombres 
rationnels au contraire (nous les supposons encore compris 
entre siéro et un) forment un ensemble illintilé et non pas infini. 
Cela est impliqué dans leur définition même qui les présente 
comme des fractions simples ayant un numérateur et un déno- 



y Google 



— 78 - 

minateur finis. La restriction que les numérateur et dénomi- 
teur ne puissent pas devenir iniinis fait que l'ensemble des 
nombres rationnels peut, en vérité, être supposé aussi grand 
que l'on vent, mais qu'il reste toujours fini, c'est-à-dire que, si 
grand qu'on le suppose pendant un instant, il peut toujours 
être dépassé par un autre ensemble fini. 

L'ensemble de tous les nombres est infini, parce qu'il ne 
suppose pas l'existence d'êtres pensants, tandis que l'ensemble 
des nombres rationnels est lié à la personne qui pense, ce qui 
déjà est impliqué dans le caractère arbitraire delà grandeur 
qu'atteignent le numérateur et le dénominateur. 

26. — Le zéro et rinflniment petit. — La propriété de 
rinflnimenl petit que, ajouté au fini, il ne le change pas, fait 
paraître tout à fait inutile une figure quelquefois incommode 
en analyse, le vrai zéro, qui désigne l'absence de toute quantité. 
Quand une variable x est assujettie à parcourir en entier le 
domaine des quantités réelles, on pense le plus souvent que ce 
domaine comprend le pur zéro; je crois que c'est une erreur. 
Dans bien des cas, il est vrai, il importe peu que l'on accepte 
ou qu'on rejette le zéro. Il peut cependant, quand on perd de 
vue le véritable sens des symboles, obscurcir la signification 
des formules, et maintes confusions sont déjà résultées de ce 
que parfois d'une manière purement formelle le zéro a été 
traité comme une quantité. 

Les formes -jr-' -k- par exemple, que l'on rencontre si sou- 
vent sont absolument à réprouver, car elles manquent d'exac- 
tilude ou de sens. Elles sont en tous cas incompréhensibles 
pour le débutant. Le zéro doit-il être un infiniment petit, 
elles sont inexactes, le zéro doit-il signifier «rien» un divisé 
par rien est évidemment un, et rien divisé par rien demeure 
rien. Heureusement la tendance à épurer la mathématique de 
pareihes combinaisons de symboles dépourvus de sens, chose 
si désirable pour l'étudiant, gagne tous les jours des partisans 
nouveaux. 

Si la variable étant supposée positive, on la fait tendre vers 
zéro comme cela est prescrit dans les questions de limite, et si 
on lui fait parcourir d'abord tous les degrés des grandeurs 
finies, chaque degré étant si l'on veut augmenté ou diminué à 
l'aide d'un infiniment petit, et que par suite on lui fasse 
parcourir tous les degrés de l'inflniment petit de tous les ordres 
X a épuisé le domaine des quantités positives. Si on ajoute ces 
mêmes valeurs supposées négatives, <e aura épuisé tout ^on 
domaine de quantités réelles. Le vrai zéro n'appartient pas à ce 
domaine, il n'est pas une quantité. 
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Lorsque d'aillears on aborde la question au point de vue 
psychologique, cela paraît être un acte violent de 1 imagination 
d'anéantir une quantité mathématique indéterminée ou de 
variation arbitraire, et de la créer ensuite de nouveau, comme 
on rallume un flambeau éteint. Une quantité variable désigne 
une suite de représentations de même espèce ne différant que 
par leurs mesures numériques, et annuler ce qu'on suppose 
variable, c'est évidemment introduire, par un acte spécial de 
la volonté, une représentation nouvelle dans le concept de la 
quantité. 

L'Idéaliste ne doute pas que le vrai zéro ne soit tout à fait 
inutile à l'analyse. Il est pourtant nécessaire d'insister sur ce 
point. On ne devrait pas dire, par exemple : a: — 1 devient 
nul pour X ^l, mais devient infiniment petit pour x^zl. On 

dirait: f devient 1 quand co devient infiniment petit, ~ devient 
infini positif, quand u devient infiniment petit positif, et infmi 
négatif, quand x devient infiniment petit négatif; — jr n'est 
bien déterminé que pour une valeur finie de w ou une valeur 
de at qui diff'ére infiniment peu de 1, Enfin on peut voir dans 
. toute égalité f/zz cefaitque Pest un infiniment petit d'ordre 
plus élevé que les termes positifs on négatifs qui interviennent 
dans l'égalité U:^Q, et qui peuvent par une addition ou une 
soustraction d'eux-mêmes dans les deux membres de f ii:0 
être transportés dans un seul. 

Les expressions précédentes sont loin d'ailteurs d'être 
nouvelles, elles ont été souvent employées au contraire, mais 
pas toujours avec le sentiment bien net de leur portée. 

27. —Quelques mots encore sur la terminologie de l'Idéaliste. 
— Nous suivrons encore le langage de lldéaliste dans les deux 
expressions de limite les plus connues : 

1" A notre conception répond cette façon de parler. La 

valeur de i l-j — I , lorsque œ devient infiniment grand, se 

transforme en l'irrationnelle e. De même (1 + x)'" , quand x 
devient infiniment petit, se transforme en e. L'une et l'autre 
expression doivent être prises h la lettre. Cela n'aurait pas de 

sens de dire que (1 + x) tend vers e, quand x devient nul, 

car pour ic=0, (1 + a^)"^ est un symbole dénué de sens. Dé- 
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signons par a un inQûimeat peLiL d'ordre quelconque et de 
valeur quelconque (étant donné son ordre), on a alors en toute 
rigueur 



(1 + ^) ~e. 

2" Si Ay désigne l'accroissement de la fonction y = /jfiBj, 

qui réauUe de l'accpoissoment ia? donné à l'argument, et /'(a?) 

le quotient dilTérentiel de f{œ) supposé exprimable à l'aide de 

procédés connus, de sorte que dans l'égalité ^ — f{œ) + S, S 

lombe au-dessous de toute liraile avec Ax, nous dirons alors 
que S dévient infiniment petit, quand iic le devient lui-même, 
et, désignant par dx, dy et e des quantités infiniment petites, 
nous écrivons 

dx ~ n^; -t- =' 

1 absolument rigoureuse. Non moins rigoureuse est 



celle-ci 

d'après la proposition sur l'addition des infinimunt petits. De 
même donc 

rfy = /■'(*) te 
et cotte égalité équivaut, d'après ce qui précède, à celle-ci : 
dy — f'(x)dx rr: un infiniment petit d'ordre supérieur h dix. 

Oea exemples suffiront pour caractériser les conceptions 
et le langage de l'Idéaliste et nous mettre h môme de nous en 
servir correctement dans toutes les occasions. 

28. — Des différentes conceptions de l'InAnlment petit en 
matbèmatlgues. — L'infinimeni petit a acquis droit do cité en 
malhémaliqaes depuis Leibniz quil'appelaitquantitasinfinilé- 
sima, mais seulement comme terme scientifique. Mais Leibniz 
n'est pas parvenu à saisir neltementle sens de l'infiniment petit, 
et depuis l'apparition de ces fameuses six pages et demie dans 
les acla erudiLorum, 1684 (*), le travail des mathématiciens 

(*) Page 467 — 473. Introduisant la différentieile dès les premières 
lignes de ee mémoire, aujourd'hui encore diftioUe à comprendre, il dit : 
Jam recta aliqua pro arbitrio assumta vocetur dx..., de sorte que [et 
c'est ce que rend probable la figure) ici, les lignes semblent d'abord 
avoir ét« supposées proportionnelles aux accroissements différentiels, 
devenus plus tard d'un usage courant. Qu'on lise aussi à ce siyet les 
remarques préliminaires de M. C. Gerhard, Leibniz, ed Pertz, III suite. 
Volume V, page 215. 
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essecliellemenl, appliqué aux méthodes et aux réaultR-ts du 
calcul ditîérentiel n'a pas éclairci davantage le CDiicept de la 
différentielle. Cette incertitude fait peu d'honneur h notre 
science qui d'ordinaire est donnée en modèle aux autres. 

Les UQî, notamment les mathématiciens du siècle dernier, 
ont pris l'infmiment petit toiit-à-fait au sérieux : ils veulent 
entendre par là, une sorte de guanUté extérieure au domaine 
commun dos quantités, et qui possède une existence réelle. 
C'est plutôt, eu vérité, un pressentiment qu'une déduction 
logique, comme celle que j'ai essayée plus haut, qui ies a 
conduits à cette manière de voir. 

Plus tard des analystes, qui représentent une opinion inter- 
médiaire, considèrent l'inâniment petit, non pas sans douto 
comme une quantité ordinaire, mais au contraire comme une 
quantité qui s'écoule, en mouvement vers le zéro, saisie surle 
point de s'évanouir, par conséquent quelque chose comme ce 
que nous avons appelé illimité en petitesse. 

Une troisième sorte de représentation rejette ahsolument 
l'infiniment petit, le tientpour une expression impropre mise 
à la place de aussi petit qu'on veut ; la quantité aussi petite que 
l'on veut, pouvant être supposée assez petite pour donner aux 
relations le degré de rigueur nécessaire. Les relations portant 
sur des quantités ainsi faites infiniment petites sont alors 
inexactes, h peu près comme celles de la physique mathémati- 
que, avec cette seule différence qu'elles sont aussi peu inexactes 
que l'on veut. Cependant je regrette dans notre littérature 
l'absence d'un développement logique de cette idée, qui 
dissiperait complètement h sa façon !es difficultés relatives au 
calcul à l'aide de différentielles. 

Enfin, il n'a pas manqué de mathématiciens qui n'ont pas 
introduit dans leurs relations l'hypothèse de l'infiniment petit 
comme expressionliltérale, et certes il ne s'agit pas là d'esprits 
moindres que Newton et Lagrange. Les efforts de Lagrange 
n'ont pourtant servi qu'à célébrer 1b triomphe de la différen- 
tielle qui aussitfil pénétra de nouveau à travers tous les pores 
delà science d'une façon si irrésistible, que l'édition desesceu- 
wes qui paraît maintenant adopte les notations différentielles. 

L'Idéaliste se range à la première de ces quatre concep- 
tions, pourtant il ne se fonde pas sur des pressentiments, mais 
au contraire sur des conclusions qu'il lui faut accepter. Autant 
les savants sont disposés âplacer l'inflni au-dessus de l'illimité 
dans l'espace et dans le temps, autant la plupart d'entre-eux 
se décident difïïciîement h croire à l'inflniment petit, quoiqu'il 
possède le même droit à l'existence que l'infiniment grand, et 
que mêmeil doive s'en déduire avec une nécessité logique. 
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On s'éloigne peu volontiei's eL dilïïcileraenl des grandes 
routes du domaine de représenlalions frayées par l'éducalion 
générale de l'esprit. La vue du ciel étoile fût-elle refusée à 
l'homme, le génie humain fût-il né et se fût-il développé à la 
façon des Iroglodîtes, dans des espaces fermés, ses savants au 
lieu de parcourir à l'aide du télescope les régions loinlaines de 
l'univers se fussenl-ils habitués à n'examiner que les plus petits 
éléments des corps à l'aide du microscope et à pénétrer ainsi 
par la pensée le sens de la petitesse au-delà de toute mesure, 
qui pourrait douter qu'alors l'itifinioieat petit n'occupât dans 
notre système de concepts la même placeque lient aujourd'hui 
l'inflniment grand ? — D'ailleurs, la tendance h. remonter en 
mécanique jusqu'aux plus petits éléments agissants n'a-t-elle 
pas depuis longtemps introduit dans la science Valome, c'est- 
à-dire l'influiment petit à qui 00 a donné un corps? El les 
efforts qu'on fait pour le rendre inutile à la physique ne vont- 
"s pas avec certitude au-devant du sort qu'a eu la lutte de 
! contre la différentielle '^ 



29. — Rapide coup d'œil en arrière sur le système de 
l'Idéaliste. — Pour résumer flnalemGot en peu de mots mes 
représentations mathématiques fondamentales, je dirai qu'elles 
donnent lieu à cette suite de quantités. 

Infiniment petit, illimité en petitesse, fini, illimilé en gran- 
deur, infiniment grand. 

Le zéro n'y est pas compris, ce n'est pas une quantilé. 
Parmi ces quaniités, sont réelles et indépendantes de l'exis- 
tence d'êtres pensants: l'infinimenl petit, le fini, l'infiniment 
grand. La représentation de l'illimité est liée à l'existence d'un 
être qui pense, ce n'est pas la représentation d'une quantilé 
fixe immobile, elle renferme au contraire l'idée d'uu mouve- 
ment au-delà de toute borne, dans lequel notre pensée suit 
inséparablement Eu quantité qui croît ou décroît, celle-ci est 
donc toujours finie. 

La pensée idéaliste suppose un monde qui, non seulement 
correspond en quelque manière à nos représentations, voire 
même à nos intuitions et à nos concepts les plus abstraits, 
mais qui possède encore par d-îlà nos représenlations un 
contenu réel et dont nous avons profondément conscience, 
maigre l'impossibilité pour nous de nous le représenter. Ainsi 
l'idée que la plupart des hommes se font de l'univers est tout 
d'abord celle d'un espace, qui, comme espace a, il est vrai, des 
dimensions, mais dont l'étendue échappe à toute représenta- 
lion. L'Idéaliste, pour désigner les dimensions véritables de 
l'univers, comme pour le nombre des parties de la quantité 
malhémalhique, emploie un mot qui ne veut pas dire que nous 
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ne pouvons pas mesurer ces dimensions, cocopLer ce nombre, 
mais que ces dimenaiona et ce nombre existent réellement, 
quoique non mesurables à l'aide de mesures finies, ce mot 
est infini. Les parties de la quantité fmie devant être en nombre 
infini, chacune doit être infiniment petite. 

De là il résulte premièrement que toute fraction décimale 
illimitée o, «i «^ ... a pour limite fixe une grandeur malhé- 
mathique, deuxièmement qu'il y a une infinité de quantités 
numériques o, k, «a , . 

Pour ce qui louche h riciiDiraent petit, il donne lieu à des 
ordres infiniment variés. Si on reste dans le même ordre, il se 
compose comme une quantité mathématique ordinaire, et un 
infiniment petit ajouté à un infiniment petit d'ordre moindre 
ne le change pas. Le fini correspond à l'onjre zéro. 

La conception fondamenlale de l'Idéaliste est donc l'exis- 
tence réelle rion seulement de ce qui est l'objet de nos 
représentations mais encore des intuitions qui résultent 
involontairement de nos représentations. Dès que nous îea 
tenons pour existantes, il nous est permis de nous demander 
quelle est l'essence de ce qui se dérobe à nos perceptions, et 
dont l'existence s'impose à nou3 comme celle des dimensions 
réelles de l'univers ; et cette question ne peut recevoir d'autre 
réponse que celle donnée par nous. 



Critique du Système de l'idéalisle faite par lËmpirisIe 



L'EMPIRISTE 

30. — De la fraction décimale Illimitée qui se développe sui- 
vant une certaine loi, et de celle dont le développement n'a pas 
de loi. — Ma manière de comprendre les concepts fondamen- 
taux des mathématiques se distingue de celle de l'Idéaliste 
par ce tait qu'elle se refuse à dépasser les limites du domaine 
naturel de représentations. Je crois que nous ne sommes pas 
autorisés à admettre et à faire entrer dans les raisonnements 
mathématiques des choses dont nous n'avons ni ne pouvons 
avoir une représentation. Partant de là, je combattrai quelques 
hypothèses essentielles du systèmeidéaliste, mais tout d'abord 
je voudrais bien obliger l'Idéaliste h poursuivre ses vues sur 
les parties en lesquelles se partage l'élendue imitée jusqu'à des 
conséquences qu'il n'en a pas encore tirées. C'est pourquoi je 
vais pour le moment admettre la valeur des concepts de l'iUi- 
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mité et de l'infÎQi tels qu'il oal été distingués par l'Idéitliata et 
étudier la nature d'une fraction d'écimale qui se continue sans 
fin, au point de vue de son développement illimité. 

L'Idéaliste conclut à sa manière que déjà l'ensemble des 
nombres entiers, à fortiori celui de tous les nombres est inlini. 
Cette logique conduit à un résultat singulier. Considérons une 
fraction décimale <^ 1, de la lorme 

0, a, «, ... —jl + j^^Jf- ... 

Une formule, une loi, suivant laquelle on fera le dévelop- 
pement, étant nécessaire pour qu'on puisse le continuer & 
l'infini, la suite illimitée et sa loi sont des concepts en quelque 
sorte identiques. Enfin une opération infinie sans formule 
suivant laquelle on doit la continuer est une contradiotion in 
adjecto. Car, si par infini on entend que le developpement.se 
sépare do l'esprit humain pour continuer tout seul sa route 
vers l'infini, il faut bien, si le développement doit se faire d'une 
. manière déLerminée, qu'on donne une formule avec laquelle il 
fasse son cbemin : cette correspond an ce de la suite et de la loi 
implique aussi que la loi est déterminée par la suite, bien que, 
par sa nature, ce rapport ne s'impose pas aussi nécessairement 
qup. le rapport inverse. Soit à notre disposition un nombre 
quelconque de termes de la suite o, cci a^ ,.., on peut imaginer 
qu'un esprit d'une pénétration suffisant"* pourra toujours en 
déduire la loi de succession, parce qu'elle est nécessairement 
délerm-née par la suite illimitée des a. 

Or quelle peut-être la nature de pareilles lois? — Une loi 
particulière contiendra un nombre quelconque de quantités 
arbitraires. Par exemple le nombre Z tu o , o-i «.% ... devra se 
calculer par la formule Z ^ ai h-i -f- «j [ij + - - ■ où les a 
désignentdes nombres arbitraires en quantité il limitée, les p. des 
nombres donnés. Si doncavec l'Idéaliste je m'informe dunoMiôre 
de pareilles lois, .je suis obligé de me répondre qu'il est infini ; 
carlafofmedeialoi est donnée d'avance, elleest donc désormais 
indépendante d'êtres pensants, et par suite, d'après la manière 
de raisonner de l'Idéalisie, il ne resie pas d'autre réponse 
possible. Or si le nombre des quantités arbitraires a, illimité 
dans la représenfation, est en réalité infini, il s'ensuit qu'il 
en e^l de même des quantités et, en un mot, la suite entière 
0, «1 «3 ... est arbitraire et, Jusqu'à i'infini, n'est soumise à 
aucune loi. Que ses cbiffres soient e.xposés en nombre quel- 
conque aux yeux de l'homme le plus pénétrant, il ne pourra 
rien dire de eerUin sur leur succession. 

Bref, ce ne seraient pas !ù, des nombres. Il n'est permis, en 
effet, à la p'insée humaine d'user de ce mot que pour des parties. 
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de rtinilé exprimables en nombpes et pour des parties qui, sans 
èfre ainsi exprimables, sont pouffant déterminées par la loi de 
succession des obiiïros. 

Ainsi donc les suites élernellement dépourvues de lois ne 
sont pas des nombres. Correspondraient-elles h des quantités ? 
Oui sans doute au sens idéaliste. — L'Idéaliste les suppose 

continuées jusqu'au:; termes les plus éloignés -rr-^ , qui sont 
des infiniment pelits. Ceux-ci d'après ses définitions ne chan- 
gent en rien la somme des termes précédents, et par suite il 
correspond à la fraction décimale infinie, quoique sans loi. 
un segment de l'unité. Il doit alors conclure que î'unilé une 
fois bien fixés, il existe des portions sans nombre de celte unité 
qui ne sont pas exprimables en nombres. 



L'IDÉALISTE 

Je suis armé contre do pareilles conséquences tirées de mes 
hypothèses fondimeo taies, elle ne m'embarassent nullement. 
L empiriste conclut à bon droit que je dois admettre des suites 
de nombres ne pouvant jamais fournir de loi pour leur succes- 
sion et, cependant, marchant vers l'infini. Cela certiis n'est 
pas représentable, pas plus que 1' « inflni » et 1' « éternel ». Les 
nombres non exprimables sont une conséquence n'cessaire de 
la concoplion qu'ont la plupart des hommes de l'essence des 
choses, au même titre que l'infinilude de t'espace et l'éternité 
du temps. 

La limifation du nombre des fmctions décimales possibles 
par les lois qu'exigent les opérations infinies n'est évidemment 
pas contenue de prime abord dans le concept de toutes les suites 
infinies formées de nombres quelconques o, i, '^. . . 9, écrits 
les uns & la suite des autres, elle a été au contraire ajoutée h 
posteriori par la spéculation. Si on part de la représentation 
de quantité, ioutes les longueurs moindres que l'unité sont, 
dans la représentation, de même nature. Soit donné l'unité 
et une longueur plus petite : Si on détermine par des mesures 
le rapport de celle-ci fi l'unité, on po?era pour l'exprimer un 
chiffre décimal après l'autre; on pourra, dans l'hypothèse 
d'instruments suffisante , poursuivre celte occupation aussi 
longtemps qu'on voudra, et développer ainsi empiriquement 
une fraction décimale illimitée. Rien pourtant dans cette for- 
mation d'une frnclion décimale n'exige une loi qui règle l'ordre 
des chiffres. Par le rapport rigoureux des deux longueurs, 
la fraction décimale infinie est parfaitement déterminée sans 
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qu'aucune règle ail besoin (i'existeF, qui permettrail. par 
exemple, étant donnés les N premiers cliiffres, de calculer 
n'importe quel autre à partir de le. 

On pourrait aussi imaginer le mode suivant de formation 
d'un nombre qui continue jusqu'à l'infini sans aucune loi. 
Cliaque chiffre est simplement joué aux dés. Comme on peut 
admettre qu'on ait jeté les dés de toute éternité et qu'on les 
jette dans l'éternité à venir, un nombre sans loi prend aussi 
naissance dans notre pensée. Toutefois la considération de !a 
nature nous fournit de meilleurs exemples. 

Incontestablement beaucoup de constantes de la nature sont 
déterminées de toute éternité par l'état de l'univers. La tempé- 
rature de l'espace, ses constantes optiques, avant tout son 
potentiel, le sont certainement. Du potentiel et de quantités 
semblables on peut dire qu'elles sont déterminées par la 
totalité des masses répandues dans l'espace ; sous l'hypothèse, 
il est vrai, très contestable que les forces issues d'un point 
produisent partout leurs effets on mËme temps. Mais les autres 
constantes de l'espace sont engendrées par tout ce qui est 
et a été dans l'espace. Par exemple, la température de l'espace 
est le résultat de tous les états de l'infinitude de l'espace et de 
l'éternité du temps. Supposons la matière fmie , limitée 
quelque part dans chaque direction, et soit donné son état à 
un instant quelconque, l'expression en nombres de ces cons- 
tantes naturelles doit conduire à une loi. Mais supposons la 
matière infinie ; une constante comme la température de l'espace 
dépend alors d'actions qui ne doivent nécessairement se limiter 
à aucun rang décimal. Si on prolongeait la suite des chiffres 
par une loi de formation, celte loi contiendrait l'histoire et 
l'image de l'éternité du temps et de l'iofmitude de l'espace. 
Comme on Je voit, des considérations physiques de cette espèce 
fournissent déjà l'existence de nombres irrationnels sans loi. Au 
point de vue d'ailleurs des limites de pareils nombres, mes 
considérations s'appliquent sans changement, puisque dans ma 
démonstration de l'existence de la limite , je n'ai fait usage 
d'aucune loi. Je pourrais, ayant en vue les exemples précédents, 
appeler empiriques les nombres irrationnels sans loi, pour les 
distinguer de ceux dont le développement a une loi et qui 
pourraient s'appeler analytiques. 

L'EMPIRISTE 

J'apprécie très bien la solidité de ce développement des 
principes idéalistes. J'ai voulu seulement montrer, par un 
exemple entre mille, comment la conception de ^'Idéaliste, dès 
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les premiers éléments, franchit déjà cle toutes parts les bornes de 
l'entendemeot humain au lieu de resserrer et de simplifier les 
principes de la science. Une telle exubérance de la pensée est 
peut-être pour l'Idéaliste une qualité louable, tandis que pour 
moi elle serait inquiétante. Je ne pourrais me sentir à l'aise 
malgré toule la rigueur de ses couclusions, dans une science 
dont les branches pénètrent si souvent dans le monstreux et 
l'insaisissable. 

31 . — L'hypothèse fondamentale de l'Idéaliste est mise à,nu. 
— Je porte maintenant mon attention sur les hypothèses de la 
théorie idéaliste. 

Elle repose sur une prétendue représentation, près de la- 
quelle on passe d'ordinaire sans faire attention et qui cepen- 
dant peut-être considérée plus que toute autre comme l'origioe 
véritable de toutes les obscurités et difflcultés de conception, 
dans les principes non-seulement des mathématiques, mais 
aussi des sciences physiques exactes. Celte représentation est 
précisément aussi peu réelle que celle de l'influiment petit qui 
en résulte. L'hypothèse initiale sur laquelle l'idéaliste insiste 
k^eme esl l'existence de la mesure exacte. Elle sert de fonde- 
ment à toutes ses considérations et conclusions. De la repré- 
sentation de longueur exacte il déduit l'inflniment petit, qui 
lui sert à démontrer l'existence de la limite, puis son échelle 
infinitésimale des différentes espèces de quantités. Il a recours 
h celle représentation pour rendre intelligible la formation 
d'une fraction décimale se poursuivant sans loi jusqu'à l'inflm. 
Enfin, il se fonde sur une température exacte, celle de l'espace, 
pour rendre vraisemblable l'existence effective de pareils 
« nombres empiriques. » Laissons de côté la température 
qui est une représentation 1res complexe, l'Idéaliste rattache 
ses conséquences les plus importantes au concept de la lon- 
ffue-'r exacte, et à l'idenlilé de nature de la longueur et de ses 
parties aussi petites que l'on veut, d'où il déduit ensuite le 
sectionnement brusque d'une ligne, le partage à l'infini, et tout 
le reste. 

C'est ici même, h. propos de la mesure exacte, que nos che- 
mins se séparent. Je tiens cela pour imaginaire, insaisissable, 
bref pour un mot vide. Pour éviter une fausse conception de 
ma manière de voir, je vais lout de suite mettre en évidence 
le point dont il s'agit. Je ne nie pas la représentation de l'exact, 
mais le concept scientifique de quantités géométriques exactes, 
nous ne l'avons pas, ni ne pouvons l'avoir. 

l:ios perceptions et représentations géométriques ne sont pas 
inexactes, quand notre organe fait son devoir. Avec déjeunes 
yeux nous voyons au loin des champs do neige se détacher du 
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ciel avec les contours les plus nGis,al quand plus Lard devenus 
myopes, il nous arrive d'avoir élé pendant quelque temps pri- 
vés de lunettes, le premier regard jeté sur des formes limitées 
avec pt'écision nous fait éprouver une vive jouissance. On est 
pleinement satisfait par ci'tte certitude, parce que les percep- 
tions ne nous en font pas connaître de plus grande, et que par 
suite, on ne peut imaginer une plus grande certitude que, l'im- 
pression sensible que nous produisent les lignes de séparation. 
Ce sont d'ailleurs essentiellement les perceptions elles-mêmes 
et les représentations toutes fraîches, installées depuis peu 
dans la mémoire, qui suffisent à engendrer l'image de délimi- 
tations exactes comme les autres images.de la mémoire, Bi elle 
ne se rafraîchit pas, elle perdra avec le temps de sa précision. 
Lorsque réfléchissant sans l'aide d'objets sensibles nous 
voulons nous représenter des images géométriques exactes 
avec une fraîcheur an moins approchant de la fraîcheur primi- 
tive, cela nous coûte (') quelque effort. Mais ce qui nous reste 
et ne pe,;t périr comme une image, c'est le concept de l'exact 
dans la perception sensible. Il s'attache à son signe : le mot. 

Ce concept nous continuons ensuite à le développer incons- 
ciemment jusqu'à en faire le concept de l'exact idéal. Voici à 
peu près ce qui se passe. Une expérience journalière apprend 
que des lignes droites qui paraissent exactes , comme les 
arêtes des maisons vues de loin, examinéesde plus prôs, mon- 
trent une forme irrégulière, et que d'autres lignes droites 
gardent cette apparence, même observées au microscope. Nous 
possédons assez d'exemples d'images géométriques citées pour 
parfaites, lignes, arêtes, surfaces, construites par des procédés 



[■) En m'observant moi-même, j'ai eu cette impression que je tra- 
vaille, pour ainsi dire, à l'aide de deux formes de représeatations, l'une 
plus grossière, l'aulre plus fine. Comme d'autres auront fait sur eux-mê- 
mes des observations analogues dans d'autres domaines adentiflc|UQS. 
S'il faut un certain effort pour se peprésanter des images géométriques 
avec toute la précision des perceptions primitives, l'effort repété surtout 
dans nos jeunes années en vue de purifier nos concepts d'espace, en par- 
tieuliep, nos cnneepts mécaniques, et les développei' sous uae forme de 
plus en plus abstraite, cet effort, dis-je, renforcera notre aptitude à un 
semblable travail de la pensée, mais non pas notre goiitpour ce travail. 
C'est ainsi que plus tard on craint de préciser certaines abstractions 
mécaniques, parce qu'on sent très bien l'infécondité de ses efforts. Dans 
le travad ordinaire de m» pensée, ce sont des images iraparfwtes de 
points, lignes, surfaces, qui s'offrent à mon esprit, lorsque, par exemple, 
dans l'étude d'un problème géométrique, j'interromps ma lecture pour 
soumettre à une analyse les représentations auxquelles je suis arj'ivé- Je 
me suis ordinairement représenté des figures sur le tableau ou des images 
stéréoscopiques. 
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mécaniques, qui montrenl. une exaetilude absolue, les unes à 
l'œil nu, les autres h l'œil arma du rnicroscofie. On voitdonc 
que : Nous possédons la représeolalion de l'eœact semiile, et 
en oubre de l'exact défiant la délicatesse !a plus extraordinaire 
de nos moyens de contrôle. De îà naît une suite d'idées dont les 
conclusions dominent notre syslèmede concepts dans toutes 
les directions ; là où une suite sans fin de représentations n'a 
pas une représentation pour limite, l'analogie des suites innom- 
brables de peprésenLationsqui aboutissent à une représentation 
limite fait que nous supposons malgré nous une limite là oïi 
elle manque. Mais comme elle ne répond pas h une perception 
réelle, elle ne peut être en tant que représentation une image 
d'objet; c'est tout simplement une représentation de mot, et 
elle vient s'ajouter à notre système de concepts comme le 
concept de quelque chose de réel, de représe niable. Voila en 
peu de mots i'origiae de ce que je pourrais appeler l'idcallsme 
commun à tous les hommes, et de louie la métaphysique. C'est 
un phénomène essentiellement inconscient qui se passe non 
seulement chez l'être individuel, mais encore dans l'espèce. (*) 
Ainsi nous croyons, sans l'avoir vu, à la possibilité de l'exact 
parfait, ou mieux, nous n'y réfléchissons même pas. Il appar- 
tient comme beaucoup d'autres concepts analogues, et sans 
donner lieu à aucune discussion, au système de concepts de 
l'homme ordinaire. 

31. — L'idée de la mesure exacte est soumise à la critique de 
l'Empiriste. — Ainsi, c'est sans le savoir que nous sommes 
idéalistes. Mais au point du vue scientifique nous devons 
pouvoir rendre compte de nos hypothèses et de nos concepts 
iondamentaux, et n'accep'er inconsciemment aucun point 
.d'arrêt. Notre problème scientiSque consiste donc à revenir 
sur l'idée de l'exact et à la comparer à la ré,itité; il nous Faut 
rechercher si la limite pour laquelle nous avons un mot dans 
notre système de concepts, répond à ce qui existe. Ainsi se 
pose la question : Sommes nous fondés à reconnaître la réaUlé 
objective des idéaux géométriques? c'est donc la question rela- 
tive au concept de la mesure exacte, pour l'examen de laquelle 
il suffit évidemment de songer à la mesure exacte de longueur, 
c'est-à-dire il'clendne recliligne, 

(') Ce n'est pas ici le IÎbu d'an aljser avec plus de soin cette marche 
à peiae esquissée de notre pensée, et de réelairer de nombreux eseniplea ; 
c'est ce problème que se pose un ouvrage déjà annoncé et qui paraiti'a 
imriiédiateraent après celui-ci. D'ailleurs, depuis que ee passage a paru en 
allemand, J'extrèrae importance du processus qu'il décrit, pour compren- 
dre l'origine de ce que l'on appelle métaphysique, a déjà étéremarquée. 
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Dans l'image sensible de îa ligne droite limilée, on distingue 
trois impressions ; 1° C'est une ligne; 3° C'est une ligne droiie; 
3" Elle commence brusquement , se termine brusquement. 
Nous allons cependant examiner les deux premiers caractères 
en même temps. 

D'aucune forme de la nature nous ne pouvons dire avec 
certitude qu'elle est une ligne droite exacte — avec un com- 
mencement et une fln brusques. On ne peut le dire du trait ni 
du fil, qui ont tous deux une épaisseur, ni do mfime du rayon 
do lumière, qui, comme le dit Newton, a des caprices, m do 
l'arête aiguisée qui présente toujours nécessairement des dé- 
viations de la grandeur do grains de poudre & aiguiser ; mais 
des consi déni tin ns physiques noua obligent encore à regarder 
comme s'éîoignant par de continuels écarts, quelque petits 
qu'ils soient, de l'image géoraélriqueidéalement exacte, toutes 
les arôtes el surfaces planes préparées d'une manière aussi 
parfaite que possible, les arêtes de cristal formées tout fraî- 
chement et dans les meilleures conditions, \a. surface des 
liquides capillaires, les bords de la goutte flottante, etc.. Car 
nn ne pourra supposer pour aucune substance susceptible de 
changer de volume, de se combiner, de s'échaufîer, de s'élec- 
triser, ou qui est composée d'atomes chimiques, qu'elle rem- 
plisse l'espace d'une manière rigoureusement uniforme. Toute 
portion d'espace, si petite qu'elle soit, qu'offre une pareille 
matière renfermera des difl'érences dans sa composition, de 
sorte qu'en définitive, dans le monde qui s'offre à nos sens, 
foute ligne si régulière qu'elle paraisse se présentera sous un 
grossissement suffisant, comme un objet étendu dans le sens 
de ia longueur, avec des torsions et des épaississemenis sans 
nombre. Sur de pareilles bases on ne peut fonder l'hypothèse 
des exirémités exactes d'une longueur. 

Mais ce qui importe au plus haut degré, c'est que même 
s'il y avait dans la nature des lignes droites exactes, nous ne 
pourrions jamais le reconnaître. Car le caractère de la ligne 
droile est pour nous un caractère indirect. — Il exige que de 
l'image certaines perceplions disparaissent. Par exemple si on 
lait tourner une droite entre deux points fixés sur elle-même, 
l'aspect de cette ligne ne doit subir aucun changement, et 
nous pouvons ici imaginer que nous nous déplaçons autour de 
la droite de telle façon que deux de ses points tombent toujours 
aux mômes points de la rétine. Si on se représente la ligne 
droile illimitée, ou bien qu'on fasse absiraction de sos extré- 
mités, on ne fait qu'exprimer autrement le critérium de la 
droite on le trouvant dans cette condition que, contrairement 
aux autres images géométriques, elle est déterminée par deux 
points, tandis que trois points sont nécessaires pour fixer dans 
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l'espace d'autres figures géométriques. Pour l'arête cela 
signifie physiquement que si elle court entre deui enohaasures 
son image mioroacopique ne doit pas être changée, pendant 
qu'elle se déplace sur sa direction. 

Or, étant donné que tou.-^ les instruments nous permettant 
d'observer les déviations dont la non existence caractérise la 
ligne droite, d'après n'importe quelle définition, sortent de la 
main des hommes, personne ne croira qu'ils permettent jamais 
de mesurer des déviations aussi petites que l'on veut. Mais 
même si nous avions reçu nos appareils de mains divines, et 
qu'ils fussent doués d'une puissance merveilleuse, ils ne nous 
permettraient jamais, en présence d'une ligne droite parfaite, 
de la reconnaître comme telle ; car par la mesure, il faudrait 
établir que certaines déviations ou plus généralement certaines 
quantités dont l'existence est possible n'existeni pas, qu'elles 
sont au contraire rigoureusement nulles. Mais cette démons- 
tration exige que les procédés optiques, mécaniques ou de 
n'importe quelle nature donnent un grossissement m^nt aw sens 
idéaliste; le grossissement devrait êti'e sans limite, ce qui, de 
quelque façon qu'on te tourne, est inimaginable pourl'homme. 
Mais enfin, il s'agit non de delà possibilité de procédés parfaits 
de mesure, mais de la po.ssibilité pour nous de nous convain- 
cre de leur exactitude ; il nous faudrait pouvoir conlrôler les 
appareils. Or, pour que nous ayons le droit da nous en fier & 
notre contrôle, il nous faut des appareils de contrôle faits d'une 
substance bien connue, fabriqués à l'aide de procédés techni- 
ques qui nous soient familiers, de sorte que nous puissions en 
apprécier !a sûreté. Une pareifie appréciation ne pouvant 
jamais nous fournir qu'une certaine quantité d'exactitude à 
cause de l'inexactitude de nos sens et de nos procédés, nous 
en sommes toujours au point de départ. On le voit : à la 
connaissance humaine échappe en toute circonstance l'exact 
absolu, si nous n'admettons rien de certain en dehors des 
combinaisons auxquelles aboutit notre système de représen- 
tations. 

L'étendue rectiligne idéale n'est donc que la fin admise 
arbitrairement d'une suite de représentations de mesures 
toujours plus précises, mais d'une suite pour laquelle on ne 
peut démontrer l'eriistence d'une fin. Dans le monde tel qu'il 
s'offre à nos perceptions, rien ne parle en laveur de l'existence 
de l'idéal géométrique, bien plus, tout parle contre. 

Que resle-l-iî après ces réflexions du système de l'Idéaiisle? 

L'unité de longueur, si par exemple nous ne songeons qu'à 
ses extrémités, n'a ainsi scientifiquement qu'une exactitude 
arbitraire ; elle n'est qu'une représentation oscillant entre 
des différences aussi petites que 1 on veuf, comme un étalon. 
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c'esL-à-tlire une meaiire Fond amen laie, construite avec toutes 
les précautions soientiQgues dont dispose une époque. Les 
parties de t'uniléde longueur sont évidemment toutes soumises 
h la même inexactitude qu'on peut supposer- restreinte 
autant qu'on veut. On pourra se représenter de pareilles parties 
en quantité innombrable sur chaque étendue, si petite qu'elle 
soit, précisément parceque l'inexactitude diminuée autant que 
l'on veut permet de pousser la division d'une étendue aussi 
loin que l'on veut. Mais la poursuite de cette division, quand 
on ne l'arrête nulle part, flait par se perdre dans le vague 
flottant. La pensée peut pousser cette divisionaussi loin qu'elle 
veut, ce travail n'a pas pour effet de donner l'miiniment petit, 
mais bien de fatiguer et de décourager l'esprit qui ne TOit pas 
de fin à sa marche en avant dans une région uniformément 
nuageuse. 

Les sciences mathématiques n'ont d'ai'leurs évidemment 
pas besoin de l'exactitude parfaite des représentations géomé- 
triques. Pour la science qui pourrait les exiger au plus haut 
titre, la géométrie, il sufQt eu général de la précision des lignes 
droites de la nature, si on songe qu'on peut se représenter les 
ligues droites aussi longues que l'on veut, de lagon h 
rendre aussi petites que l'on veut, par rapport à la longueur, 
les inexactitudes inévitables , moléculaires pour ainsi dire. 
Comme points nous avons dans tes étoiles fixes qui appa- 
raissent comme -des points, même avec le plus fort gros- 
aissement.un exemple qui donne satisfaction ènotre besoin de 
rigueur, et le faisceau de rayons qu'envoie dans notre œil une 
étoile iixe est certainement aussi une ligne droite sufisant à 
toutes les exigences de la géométrie. 

La conceplion empirîste, en me conduisant ainsi à ne voir 
dans la mesure exacte qu'un produit verbal de la pensée, en 
dehors de toute réalité, à déclarer même que, eût-elle une 
réalité, nous ne pourrions îe reconnaître, me fait rejeter ce 
concept comme fondement du système de concepts malhéma- 
tiques. Il me faut aus-i écarter les conclusions de l'Idéaliste, 
dont l'unique fondement était l'idée de la longueur exacte, 
ainsi sa théorie de l'infiniment petit, et, avec elle, la démons- 
tration qu'il en déduisait pour l'existence d'une limite de 
nombres irrationnels , ainsi que celte limite elle même. 
Cependant si je nie cette limite de fractions décimales sans 
fin irrationnelles, je dois ajouter qu'à mes yeux il ne peut 
être question non plus de limite de fraction rationne'Ie sans fin, 
comme de valeur idéalement exacte. 

Si nous voulons nous mettre à l'abri des produits de la 
pensée tels que rinfînîmentpelitdeî'Idéaliste avec ses propriétés 
étranges, nous ne pouvons pas quitter le domaine des repré- 
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sentâtioQs réelles de Tbomnie, car no^ lois de pensée, c'esi-è,- 
dire les Hlialions oalurelles de représenlions sont abstraites 
du Qionde des phénomènes dans le cours do développement 
de l'espèce humaine, et il n'est pas vraisemblable quoique pos- 
sible qu'il survienne du nouveau, qui soit en contradiction avec 
nos formes de penséelea plus familières, comme par exemple le 
concept d'égalité élargi par l'Idéaliste l'est avec le copcept 
généralement admis. En conservant dans la pensée des coticepls 
cjui correspondent à la non réalilé, au pressenti mont, on donna 
heu à des paradoxes multiples auxquels aboutit l'Idéalisme 
dans tous les domaines delà pensée. 

L'IDÉALISTE 

32. — L'existence de la mesure exacte est fondée par la 
théorie de l'idéaliste. — La principale objection que l'Erapiriste 
fasse a mon système est ta non réalité de la mesure exacte 
prise pour base de nos opérations logiques. 

Or, qu'une ligne droite exacte ne puisse vraisemblablement 
être composée avec la matière dont .sont lormés les corps de 
nous c<innus, je l'accorde sans restriction. Je crois aussi que 
même si nous tenions dans les mains un prisme absolument 
exact, nous ne poumons savoir par aucun moyen qu'il n'a pas 
de défauts. 

Seulement toutes nos représentations scientifiques sout ainsi 
pénétrées des idéaux géométriques, la mesure exacte se trouve 
si bien dans la pensée de tous, que ce n'est que l'intelligence 
critique qui y voit un idéal, c'est-à-dire quelque cliosu qui 
n'appartienne pas au domaine de la perception, et lajustiû- 
cation de son admissibilité, au contraire, étonnera rhomme 
imparti aj. Il demandera depuis quand la distance de deux 
points a besoin d'être éclaircie comme concept exact, ce 
concept si familier à tout écolier. Un mode d'intuition aussi 
profond et aussi généralement enraciné, n'est pas commode à 
extirper, et on réussirait peut-être mieux à vouloir l'établir 
scieni^iflquement qu'à vouloir l'éloigner. Car la pensée qu'il 
n'y a pas dans le monde de mesure exacte troublerait telle- 
ment ceux qui réfléchissent h la stabilité des choses, qu'ils 
(Iniraient par retourner à la croyance aux idéaux géométri- 
ques. Dans toute combinaison de quantités, d'où l'on voudrait 
déduire quelque chose, on aurait des remords. Les idéaux 
géométriques pourraient sortir de la marche suivanle delà 
pensée, et en tirer leur raison d'être scientifique. 

Des représentations multiples du monde des. phénomènes.,, 
le concept de l'espace est l'abstraction dernière. L'espace est 
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un cafaclère commun aux représentations de tous les sens, 
particulièrement de la vue, du toucher et d'i sens musculaire. 
Des objets (lacés l'un à côté de l'autre, l'un devant l'autre, 
l'un derrière l'autre h des intervalles comparables, le mouve- 
ment relatif de l'objet perçu et de celui qui perçoit, tout cela 
laisse comme résidu ce qu'on appelle concept de l'espace. Par 
la pensée nous nous supposons en mouvement dans l'espace 
nous et les choses ; d'autres se mettent à notre place, de sorte 
que le contenu de l'espiice finit par devenir accessoire dans 
noire représentation. U'est-là l'origine de l'abstraction de 
l'espace vide qui est d'une nature tout-à-fait scientifique. Pour 
ce que nous avons en vue, il suffirai!, de nous reporter à la 
représentation d'espace homogène, qui a été abstraite des 

Ferceplions des corps liquides et transparents, Cependant 
esprit scientifique met en doute l'homogénéité de ces corps 
naturels, de sorte que nous sommes obligés de nouveau d'en 
revenir A l'espace vide pour en faire le fondement de nos 
considérations. 

La représentation d'espace vide est sans doute une limite 
de représentations réelles, mais on ne peut dire si elle est 
réelle elle-même, e'est-^-di^e s'il y a ou y aura un espace 
dans lequel les corps se meuvent exactement suivant la loi 
de l'inertie, qui ne laisse passer aucun rayon de lumière, dans 
lequel aucune force oe pénètre, bref, si grâce aux acquisitions 
que l'avenir réserve à la physique, à côté des machines pneu- 
matiques, il y aura les pompes destinées à supprimer les 
impondérables. Pour ceux qui considèrent le monde matériel 
comme limité ou comme formé d'ensembles isolés, l'espace 
vide est même encore une conséquence nécessaire de leur 
conception. Dans tous les cas, je pourrai donner l'espace vide 
comme fondement à mes considérations, car toute chambre est 
l'image, la représentation réelle d'un espace et comme je peux 
retirer en grande partie ce que elle contient, supposé que je 
dispose do moyens suffisants, j'ai la représentation de cet 
espace vidé de tout ce qu'il contient de matériel, limite toute 
naturelle de nos représentations réelles, et la science devrait 
renoncer h beaucoup, si elle se refusait h admettre cette limite. 
Je pars ainsi de l'espace vide ou plus généralement de l'espace 
homogène. 

Evidemment dans tout espace vide non seulement on peut 
introduire par la pensée des figures sans nombre, mais encore 
elles y sont réellement. Dans ce bloc de marbre est taillé notre 
portrait, puisque le sculpteur peut avec son ciseau et suivant 
son talent atteindre une ressemblance plus ou moins grande. 
De même j'affirme que dans cet espace que j'imagine homogène 
comme l'air l'est pour nos sens, ou bien vide, toute figure de 
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forme précise non-seulement peut-èlre supposée mais encore 
est contenue réellement. Si j'imagine une sphère ayant un 
certain point pour centre et dont la surface passe par un second 
point de quelque façon que soit choisi le système des deux 
points il existe dans l'espace une pareille sphère, absolument 
comme dans lo bloc da marbre d'oà ou peut la faire sortir avec 
le ciseau. C'est une représentation si naturelle qu'elle est claire 
même pour l'enfant, (*) 

Mais on n'a pas besoin de faire appel à l'imagination pour 
s'assurer de l'existence de l'exact géométrique. L'étude des 
(51éments derniers des corps conduit au même résultat. Quelque 
représentation qu'en se lasse de la matière qui remplit l'espace 
que ce aoit un système de points agissant à distance les uns 
sur les autres, ou bien une matière homogène el continue 
(logiquement on ne saurait faire une 3°" hypothèse car l'idée 
d'une matière hétérogène répugne à l'esprit jusqu'à ce que, 
l'ayant décomposé, il l'ait ramenée à des représentations 
d'espace homogène ou d'espace sans contenu), la pensée qui 
analyse doit toujours aboutir fi des images exactes. Suppose- 
t-on'la matière" homogène, il faut qu'elle ait toujours des 
limitations de quelque espèce, qui forment avec toute la préci- 
sion désirable la fin d'un corps homogène et le commencement 
d'un autre. Mais l'esprit ne trouve pas sa satisfaction dans la 
matière homogène et continue, i\ la décompose et la ramène h 
ses éléments formels vides de tout contenu, agissant à distance 
les uns sur les autres ; alors ces éléments, pour atteindre 
la limite de la pensée, doivent être saisis tout simplement 
comme des images exactes, comme des surfaces, des lignes, 
des points idéaux. Si on veut s'en tenir aux points, leur dislance 
est une ligne droite qui a tout au moins des extrémités exactes, 
et c'est là l'hypothèse fondamentale du système idéaliste. 

C'est h mes yeux même comme un contre sens de ne vouloir 
admettre que des formes non exactes. Quel avantage a donc 
une certaine inexactitude sur l'exactitude ? — Celte certaine 
inexactitude n'cst-elle pas nécessairement exacte dans ses 
contours, de sorte qu'on trouve forcément l'e.Kacl dans l'inexact? 
Il nous faudra pourtant bien accorder h l'idéal géométrique le 
même droit à l'existence qu'à n'importe quelle caricature de 
l'idéal I 

Ainsi les hommes sont certainement idéalistes. Pourquoi 
donc se donner tant de peine pour se convaincre d'un doute 
sur l'évidence des idéaux géométriques, s'ils ne parviennent 
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ainsi qu'a échanger une iatuilioQ claire et précise eonlre un 
mode de représentations incertain et Ûotlaat ? 

L'infini ment petit inséparable de l'idéal, que l'Ëmpipiste 
représente comme un danger contre lequel il faudrait se garer, 
ne s'est certes pas encore fait une place incontestée dans le 
système de concepts communs h tous les hommes, et cela 
s explique suffisamment, comme je l'ai montré. Mais l'inflni- 
ment pelil correspond d'une iaçon incontestable à l'inûniment 
grand, qui trouve immédiatement accès, et même doit être 
considéré comme appartenant au système de concepts communs 
à tous les. hommes. C'est notamment le concept d'égalité 
généralisé, suivant lequel a -\- un infiniment petit = a, si a est 
fini, qui semble répugner à l'Èmpiriste et qu'il nomme propriété 
étrange de l'inflniment petit. Or en mathématique depuis long- 
temps l'égalité 00 + une quantité unie =: co a acquis droit de 
■jité. Cette propriété de l'infîniment petit n'est pas formellement 
distincte dé celle de l'infmi. L'égalité précédente est pour ainsi 
dire moins élevée d'un degré que cette dernière. 

iVIaisonpeut encore comprendre la chose autrement. Ou 
peut dire que le signe d'égalité ne s'applique qu'aux parties 
finies dans les deus membres de l'équation tout comme on 
décide dans certains calculs que ce signe ne concerne que la 
partie réelle ou que la partie imaginaire de chacun des deux 
membres. De celte façon on n'iniroduit pas dans le calcul cette 
propriété de l'inQuiment petit, qui consiste à ne pas changer le 
fini par voie d'addition ; du moins on ne l'introduit pas d'une 
façon formelle, car au fond le sens des opérations la suppose. 

33. — Sur le double concept des idéaux géométriques. — La 
définition des idéaux géométriques n'est pas une définition 
nette ; au contraire, on se trouve en face des deux manières 
essentiellement différentes de concevoir le point, les lignes, les 
surfaces , dont l'une reconnaît à l'inliniment petit un rôle 
important, et c'est ici le lieu d'insister un peu sur cette question. 
Il y a deux manières de concevoir la formalion des idéaux 
géométriques, comme limites de représentations ordinaires. 
L'une donne h la pensée pour poir.t de départ l'espace fermé, 
limité par des surfaces, et la fait donc partir de la surface 
idéale qui ne forme une limite exacte que d'un seul côté, celui 
où elle sépare l'espace donné de ce qui l'entoure, et qui de 
l'autre côté est négligée comme l'est, dans la représentai ion de 
l'angle, l'espace compris entre ses côtés. Deux surfaces se 
coupent suivant une arête, celle-ci est Umitôe par deux .autres 
surfaces qui engendrent ainsi avec ses deux points extrêmes 
l'étendue limitée en longueur. 

L'autre mode de formation des idéaux géométriques repose 
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surlareppésentalion de limite de l'infinimentpetil, etdiSveloppe 
les représentations géométriques fondamentales dans l'ordre 
inverse. Ici se place tout d'abord le point équivalent à un 
espace qui se contracte à l'inflni dans chacune de ses direc- 
tions, c'est-à-dire à un espace qui ne peut être mesuré dans 
aucune direction à l'aide d'une unité finie. Quelques auteurs 
font ensuite engendrer les lignes par le mouvement continu 
de cet espace — point infiniment petit, et la surface par le 
mouyement de la ligne. Abstraction faite de ce que ce mode de 
représenlation exige on certain rapport de mesure enire lea 
trois idéaux géométriques fondamentaux, auquel ils ne sont 
pas soumis en eux-mêmes, ce mode de roprésentalion naît 
uniquement d'une image spéciale È. peu près comme naissent 
des espaces creux dans les levains, quand on y fait entrer de 
force des corps solides ; il revient en somme au mouvement et 
ne possède pas en général le degré d'abstraction auqueî on doit 
aspirer dans !a détermination de concepts aussi importants. 

Sans avoir égard au mode de formation du point, il faudra 
concevoir ia ligne comme la limite d'un fll ténu. D'après ce 
principe de définition la surface doit être considérée comme un 
corps infiniment ténu suivant une seule dimension, selon la 
représentation de Gauss {Disquisitionnet circa superficies cui-vas, 
arl. XIII). n est incontestable que le deuxième mode de for- 
mation se rattache mieux à la représentation mathématique 
des figures géométriques fondamentales. Seulement, il suppose 
le concept de l'jnliniœent petit, auquel nous n'arrivons toute- 
fois qu'en partant des représentations géométriques exactes de 
la première espèce. 

La suite la plus logique des idées, qui mène aux idéaux 
géométriques des mathématiques, pourrait être celle-ci : 
On îûetirait en tête le premier mode de représentation, suivant 
leqtfel on conçoit Ift ligne non limitée comme arête. Puis de la 
représentation de l'arête exacte, découle, comme je l'ai montré 
dans le système de ridéaiiste, Je concept de l'infiniment petit, 
ce qui permet en définitive de concevoir les idéaux géométri- 
ques d'après le deuxième mode. 

L'EMPIRISTE 

34. — Conclnsion de sa critique de l'Idéalisme. — Ce qui 
jusqu'ici est: sorti de notre plume pour et contre l'Idéalisme, 
suffit à montrer nettement l'opposition et, l'incompatibilité de 
nos deux modes d'intuition, qui doivent s'étendre non-seule- 
ment aux concepts fondamentaux des mathématiques mais à 
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l'ensemble de notre conception du monde. Une suite de repi-é- 
senliilions, qui-éveille en dous le désir de la poursuivre jusqu'à 
son terme, peut par sa nature ne pas posséder un pareil terme 
dans notre système de représentations . Je me contente de 
poursuivre la suite de représentations aus'ii longtemps qu'elle 
implique des représentations , mais l'Idéalisme donne sa 
conclusion comme un fait, môme quand il ne peut pas en 
démontrer l'existence ni, à plus forte raison, s'en former une 
représentation. L'Idéaliste se lire d'affaire avec des axiomes. 

Axiome est et reste l'exislence de la mesure exacte, car je 
ne puis reconnaître aucun caractère concluant à la dcmonsti'a- 
tion que l'on vient de tenter à ce sujet. Elle repose tout d'abord 
sur une limite non représentable, l'espace vide ou l'espace 
homogène. Toutefois pour admetire cette limite, on n'a nulle- 
ment besoin d'accorder que l'espace vide renferme en réalité 
toute figure. De fait, il ne renferme rien. Nous tirons de notre 
mémoire des images de figures passablement exactes et nous 
nous représentons alors au lieu de l'espace vide un espace qui 
renferme ces Sgures. C'est incontestablement tout ce qui s'est 
passé. La méthode que suit l'Idéaliste pour conclure de ce fait 
à l'exislence des idéaux me semble fausse. Car son argumenta^ 
tion, suivant laquelle les idéaux géométriques sont présents 
dans l'espace, sous prétexte que tout bloc de marbre renferme 
des milliers de statues qui attendent que le sculpteur les déli- 
vre, et que d'ailleurs l'idéal doit être aussi vraisemblable 
qu'une certaine déviation, repose déjà absolument sur l'hypo- 
ttièse de l'idéal, — une déviation déterminée, dont la déuni- 
lion géométrique est de même nature que celle des idéaux, 
devant obéir aux mêmes lois que ceux-ci. Quand je parie de 
figures géométriques inexactes, c'est-à-dire oscillant entre des 
limites qui sont h établir d'une manière quelconque, je n'ai 
point en vue une figure spéciale, mais toutes figures possibles 
renfermées dans cris limites. 

Enfin, l'Idéaliste invoque les éléments derniers du monde 
des corps, lesquels éléments doivent avoir des limites exactes, 
car, dans le cas contraire, on ne serait pas encore arrivé au 
dernier degré d'abstraction, Toutofoison ne saurait en conclure 
simplement l'existence de figures exactes, par la r/iison que 
ces éléments derniers sont précisément des limites de repré- 
sentations aussi peu représentables que les idéaux géométri- 
ques; je les juge également inadmissibles les uns et les autres. 
Je n'ai rien à objecter aux théories corpusculaires, quani aux 
atomes je les rejette. 

La différence do nos méthodes de logique se montre de la 
façon la plus nelle dans une détermination de concepts de 
l'Idéaliste à laquelle il attache lui-même une importance toute 
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spéciale, je veux parier cle sa dislincLioii entre « illimité » eL 
'< infini )i gue je veux encore attaquer en finissant. Pour ma 
part, avec ia meilleure volonté dumonde, je ne puis me figurer 
que des choses finies d'une grandeur et d'une petitesse arbi- 
traires ; à mes yeux, c'est un hasard malheureux que « infini » 
disiî autant que « non Uni ». 

Le sens primitif du mot est assurément « sans fin » syno- 
nime de « illimité ». 

Qui doute qae nos perceptions des sens ne nous permettent 
qu'une pénétration tout h fait imparfaite dans l'essence des 
choses ? 

Seulement dans ce penchanlà franchir les limites naturelles 
de notre pouvoir représentatif avec des limites de concepts 
insaisissables, je vois un égarement de notre instinct de 
connaisance et je tiens pour sage de conteoir h l'occasion cet 
instinct tout comme les autres et de me résigner, lorsqu'une 
connaissance profonde m'est refusée. 

L'IDÉALISTE 



L'opposition psychologique de nos modes d'intuition, telle 
que l'a présentée l'Empiriste est incomplète sur un point que 
l'Idéaliste considère précisément comme décisif. Le domame 
de notre pensée ne renferme pas seulement la mosaïque de 
tout ce qui est perceptible, et les représentations et concepts 
qui en dérivent par le travail de notre pensée, c'est-à-dire par 
une suite de transformations et de combinaisons, mais encore 
nous possédons la conviction inébranlable — peu importe ici 
comment nous l'avons acquise — de l'exioténce de certaines 
choses en dehors du système de représentations. 

C'est un sentimont'semblable à celui qui nous fait admettre 
comme fondement de Jios perceptions des existences réelles 
en dehors de nous, quoique nos perceptions no leur soient pas 
adéquates, et que nous ne puissions jamais être en état de 
nous former une représentation du réel, dont nos perceptions, 
suivant une expression de M. Helmholtz, sont les signes. 

Les concepts idéalistes d'infini, d'exact, etc.. sont dans 
un rapport direct avec cette réaiité, cette machinerie insonda- 
ble qm se cache dans les coulisses du monde des phénomènes. 
L'Idéaliste tout aussi bien que l'Empiriste juge inutile 
d'ergoter sur la nature propre du réel ; de même il n'essaie 
pas de démontrer l'existence de ce qu'il pense en dehors du 
système de représentations, de l'infini, de l'exact, etc.. au sens 
ordinaire. Car une démonstration, comme une explication, pour 
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parler d'une fagon générale, consiste en somme à rétablir une 
suite logique de représentations entre une représentation qui 
nous inquiète et des représentations qui ne troublent pas notre 
quiétude. La suite devrait ainsi se trouver avec ses deuxtermea 
extrêmes au-dedans de notre système de représentations ; 
donc une pareille preuve de l'existence de nos idéaux géomé- 
triques est inimaginable. 

Mais il y ajustement des cas où, les re pré son ta lions se trou- 
vant à l'intérieur et leurs limites à l'extécicurde notre système 
de représentations, l'existence d'une limite de ve présentations 
saule immédiatement aux yeux comme lorsq.u'd s'agit de 
l'iiifiniLude de l'espace. L'espace ne saurait être mesuré avec 
des muhiples d'unités de longueur finie. Supposons donc 
l'espace objectif indépendant de l'existence d'êtres pensants, la 
mesure a'en sera pas donnée par un nombre flni. L'Idéaliste 
n'afQrmo pas davantage, et c'est uniquement de cette propriété 
de la mesure de l'espace qu'il fait usage L'espace une fois 
admis, l'espace vide l'est aussi, car ce que renferme fortuite- 
ment l'espace change de place sans rien changer à l'espace. 

L'espace existe en lui-même. Si on m'accorde en outre 
l'existence dans un bloc de marbre d'un tétraèdre dont je peux 
indiquer les angles à un sculpteur, avec toute la précision que 
permet la nature du marbre, Je peux en réclamer autant à 
l'éffard de figures quelconques de l'espace. Car à la fln de la 
suite de représentations d'images s'écartant de moins en moins 
del'idéal, apparaît l'arête exacte, et il sera aussi impossible de 
la rejeter que l'infiaitude de l'espace. 

Dans l'exposé présenté par l'Empiriste du processus psy- 
chologique qui conduit aux idéaux, i! n'est donc pas fait men- 
tion de cette impulsion irrésistible qui nous pousse suivant 
certaines directions en dehors du domaine de ce qui peut-être 
représenté. 

Ainsi, quand nous nous abandonnons à ces pensées qui 
paraissent si naturelles, l'Bmpiriste voit en cela un égarement 
de l'instinct de connaissance. Il est possible que son intuition 
du monde le garantisse de mainte illusion, toutefois Je renon- 
cement qu'il s impose n'est pas précisément le fait de chacun. 
En ne donnant un libre cours à ses pensées que dans les limi- 
tes des représentations et des concepts qui répondent h des 
perceptions ou en sont abstraits, il agit comme l'enfant sage 
qui se garde bien de franchir la haie du jardin. La pensée 
idéaliste est le garçon pétulant qui se moque des limites, reven- 
dique comme sien le domaine entier des représentations et 
E ressentiments et arrive à franchir les broussailles, a gravir 
is roches, pour atteindre h. des hauteurs, d'où l'œil embrasse 
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un vaste horizon. Il pourra s'Égarer, mais à coup sûr il verra 
plus de choses que l'enfant sage. 

L'Empiriste a dans sa critique rejeté presque tout ce que 
nous appelons concepts fondamentaux des malhématiques, le 
bagage dont nous armons le commençant au seuil de cette 
science. Il ne veut rien savoir de la mesure exacte, des figures 
géométriques exactes; il nie l'existence de la limite mathéma- 
tique ; pour lui, il n'y a que du fini, rien d'infini dans l'espace 
ni dans le temps. Qu'il nous enseigne donc maintenant comment 
il vent mettre en harmonie ses vues avec les exigences des 
mathémailiques en ce qui touche la rigueur des concepts. 
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Le Système empiriste 

L'EMPIRlSTE 



3. — Epuration du système de concepts. — .ï'ai déjà énoncé 
ou tout au moins indiqué dans ma critique du système idéa- 
liste les idées fondamentales du mode de représentations des 
choses de l'Empiriate. Loin d'autoriser le libre usage des 
concepts communs h tous les hommes.mes hypothèses exigent 
une limitation dans certains sens. Je dois, pour les appliquer 
aux notions qui servent de base à l'analyse, les exposer avec 
plus de détaiîset bien montrer en quoi elles consistent. 

Tout ce qui est bien fondé scientifiquement , toute connais- 
sanoesûre dérive des perceptions immédiates et doit pouvoir se 
ramener à notre système de représentations correspondant aux 
objets perceptibles . J'entends ici par perceptions, toutes aper- 
ceptions, par suite, non-seulement les perceptions des sens, 
mais encore celles qui se rapportent à notre entendement. 

Celte proposition à besom d'éclaircissements. En donnant 
à. mes raisonnements scientifiques comme unique fondement 
solide le système de perceptions, je veux dire que .j'admets 
seulement de noire système de concepts ceux qui, d'une ma- 
nière quelconque, peuvent se ramener à des perceptions. Les 
représentations qui s'introduisent dans la pensée ne corres- 
pondent pas nécessairement, même pour la plus petite part, à 
des- perceptions qui ont eu lieu ; ce sont souvent des produits 
de l'imagination, c'est-à-dire d'une activité psychique qui a 
fait notre système de représentations ce qu'il est et l'enrichit 
sans cesse au moyen da décompositions, de combinaisons, de 
variations de grandeur, de forme, d'intensité, de qualité des 
objets pei-çus (par qualité j'entends, par exemple, la couleur, 
le son, bref ce qui ne peut se ramener aux qualités linéaires). 

Toutes nos représentations doivent donc pouvoir se rame- 
ner par combinaison, décomposition, variation de grandeur, 
de forme, d'inlensité, de qualité, à des perceptions des sens. Je 
dirai d'un mode de représentation qu'il est réel, quand il satis- 
fera à cette condition. Or, comme je l'ai déjà remarqué, il 
s'introduit dans notre système de concepts des mots auxquels 
ne correspondent pas des représentations réelles, mais bien 
des limites non représen tables de représentations. Ce n'est que 
comme mot qu'unepareille limite e.st une représentation réelle ; 
de l'ait, elle se réduit hua pressentiment vague, h une tentative, 
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loiy'ours infructueuse de franchir les bornes de noire esprit. 
De purs concepls-mola de cette espèce, je les exclus du pro- 
cessus de ma pensée, laissant ainsi de côté les idéaux géomé- 
triques, et beaucoup d'autres. 

Cette épuration du système de concepts repose toutefois 
sui- une hypothèse. Si j'admets que le système empiriste de 
concepts répond point par point à la perception immédiate, 
je ne prétends pas dire que tout homme dans son dévelop- 
pement doit ho le former de nouveau à l'aide de ses percep- 
tions. Les raisons les plus concluantes nous font croire, au 
contraire, que notre système de concepts, etnon pas seulement 
le système ompiriste , est en grande partie transmis par 
l'hérédité. (') Mais l'hypothèse suivant laquelle notre système 
de concepts ne renferme que des représentations provenant de 
perceptions ou pour m'exprimer brièvement, de portions de 
perceptions — que ces perceptions se soient produites chez 
chaque individu ou dacs l'humanité durant son développement 
entier, — n'est précisément qu'une hypothèse, et elle peut 
être attaquée, comme on va voir tout dé suite. Notre système 
de représenlalions auquel tout d'abord est réductible notre 
système de concepts pourrait encore renfermer une troisième 
chose, à savoir le représentable dont on ne peut démontrer 
(ju'il se ramène à des perceptions où à des portions de percep- 
tmns. En efîet, on pourrait bien s'imaginer que dans le cours 
des siècles, depuis l'origine de l'être organisé jusqu'au déve- 
loppement du cerceau des mammifères et plus tard encore — 
des perceptions se sont réalisées qu'il est actuellement impos- 
sible de reproduire, Mais ceci devrait résulter de l'analyse de 
nos concepts, et un phénomène psychique aussi remarquable 
eût été certainement constaté. Cependant l'évontualité que 
j'ai signalée nous oblige à compléter la conception empiriste 
par l'hypothèse que toute représentation humaine est formée 
de perceptions ou d'éléments de perceptions possible'* aujour- 
d'hui encore. 

34. — Application des principes empiristes aux représenta- 
tions initiales de l'analyse. — Remarques préliminaires. — 
Tels sont les traits principaux de l'intuition empiriste, je vais 
montrer ce que sont pour elle les concepts fondamentaux de 
l'analyse. Je pose avant tout que nos représentations initiales 
doivent nécessairement suffire h nous fournir toutes les propo- 
sitions, les méthodes, bref, tous les résultats des ms.théma- 
tiques, h amener par conséquent cette science à n'importe 
quel degré de son développement. Gar toute relation exacte 

[■) Cette question est traitée dans l'ouvrage déjà cité page 89. 
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entre les concepts, qui peuvent facilement se résoudre en 
perceptions ou portions de perceptions, je dois pouvoir la tirep 
des perceptions, sans l'aide du non représeatable. L'Idéaliste 
nedoitdonc pouvoir obtenir entre des quantités mathématiques 
aucune égalité exacte que je ne puisse déduire de mes repré- 
sentations. Sans douteil troavera entre ses iictions, l'exact idéal, 
l'inflniment pelit, etc., des relations qui ne s'offrent pas à moi, 
mais c'est seulement parce que je repousse toutes les iictions. 

Ma première tâche est d'éclaircir, au point de vue empirisle, 
le concept de limite, que l'idéaliste est obligé de considérer 
comme un axiome. Car peu importe ici que l'Idéaliste nous 
demande de croire à !a limite elle-mCme ou à l'inflniment 
petit, ou à l'idéal exact : au commencement ou à la iîn, il faut 
que quelque part la foi supplée à un anneau dans la 
chaîne de ses raisonnements. La mathématique de l'Empiriste 
n'admet pas d'axiome. Si le besoin s'en fait sentir, c'est que 
ses principes fondamentaux ne sont pas suffisamment appro- 
fondis. On range h la vérité bien souvent parmi les axiomes 
des relations entre certains concepts appartenant évidemment 
au domaine du réel, mais non encore assez complètementanaîy- 
sées. Ce ne sont pas là de vrais axiomes. L'axiome dontil est ici 
question exige toujours qu'on tienne le non représenlable pour 
une existence. 

Ma preuve de l'existence de la limite se déduit de mes 
représentations géométriques fondamentales. C'est une repré- 
sentation réelle qui se forme, quand j'imagine une figure 
répondant à sa définition avec une exactitude de plus en plus 
grande. Je peux donner un libre cours à ma fantaisie, quand 
elle idéalise indéfiniment la finesse de la plume h dessiner, de 
Ja feuille de papier, de la toife, etc. Le fait d'idéaliser est 
parfaitement fondé pour l'Empiriste, Ih où pourtant il n'existe 

Êas d'idéal représentable. Gar lorsque j'idéalise, je modifie 
ien peu à peu mes représentations dans un sens choisi arbi- 
trairement, mais elles ne cessent pas d'être des représentations 
réelles. Devant l'idéal lui-même je fais volte-face. Ce n'est à 
mes yeux que le terme fictif d'une suite de représentations qui 
prennent naissance dans un raisonnement scientifique et qui 
de l'ait n'admettent pas de terme. 

Pur exemple, je permets à ma fantaisie des variations de 
grandeurs relatives. Ce que j'en déduis lorsque les déductions 
sont tirées correctement, suivant le jugement humain, doit 
logiquement, suivant le jugement humain aussi, être correct et 
contenu dans mes hypothèses. Les deux touristes cosmiques du 
Micromi^gas sont sans doute des représentations récllea et je 
ne crains nullement de donner pour fondement à mes considé- 
rations de pareilles rêveries, Comme exemple d'une ligne 



y Google 



- 105 - 

droite qui pourrait très bien suffire aux besoins de la géométrie , 
j'ai cité le faisceau de rayons qui va d'une étoile fixe à notre 
pupille. Imaginons une table assez grande et assez plane pour 
recevoir sur sa surface une section longitudinale de ce faisceau, 
que nous marquions à la craie par exempLî, puis représentons- 
nous toutes les dimensions de cette table diminuant jusqu'à la 
grandeur d'un carreau de vitre, nous n'avons jamais quitté 
notre système naturel de représentations, mais nous sommes 
parvenus à une ligne droite, qui dépasse peut-être en exacti- 
tude tout ce que la nature ou la main de l'homme peut fournir. 
Ainsi rien ne nous empêche de tfouver au sein mSme des 
représentations réelles l'image d'une ligue droite do plus en 
plus parfaite, bien que dans le monde des phénomènes oîi nous 
vivons la distance moléculaire ou quelque chose de semblable 
fixe une limite à l'exactitude des images géométriques. Il est 
absolument interdit à notre fantaisie de déduire des représen- 
tations l'idée de la ligne droite parfaite, comme je l'ai prouvé 
dans ma critique du système idéaliste (art, 31). Ainsi l'opposi- 
tion entre l'Idéaliste et moi se concentre dans l'opposition de 
l'exact parfait et l'exact à volonté. Cette distinction peut 
paraître une vaine subtilité, quelle erreur 1 On verra qu'elle a 
une portée très profonde. 

35. ~ Représentations empiristes des images géométriques. 
— L'image empiriste de la ligne qui vient d'être esquissée est 
du reste double, suivant qu'on songe à un tracé idéalisé on a 
une figure de l'espace. Dans le premier cas, comme nous l'avons 
indiqué plus haut, on se représente une bande piate, dans 
l'autre cas, un bâton ou un fil ; le faisceau de rayons de tout à 
l'heure est un exemple de ce dernier cas. Ma conception 
de l'étendue détermine en même temps ma conception du 
point. Ce point aussi ne peut être qu'un espace, petit k volonté 
dans tous les sens. Sa définition ultérieure de forme variera 
suivant le problème qu'on traitera. On pourra le définir en lui- 
même ou bien à l'aide de représentations oti il intervient. Une 
pareille description du point est fournie par la réciproque 
de la proposition. « Les lignes se coupent en des points. » 
Elle donne : Le point est la portion d'espace commune à deux 
lignes qui se coupent. Si nous restons dans cette détermi- 
nation du concept qui exige seulement la représentation de la 
ligne, la conséquence la plus directe est que, au point de vue 
empiriste, la longueur est formée de points, ou peut être consi- 
dérée comme telle. Si fine que je puisse me figurer la ligne, 
elle a toujours une épaisseur qui certes n'est pas exacte, mais 
reste nécessairement dans un rapport fini avec la longueur de 
la ligne. Que mes rcprésantations partent de l'image de la hgne, 
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le point sera alors un morceau de la ligne, d'une longeur égale 
5. l'épaisseur de celle-ci, et ses dimensions resteront dans un 
rappori fini avec l'unité de longueur. Quand on songe au point 
isolé, on se le représente d'ordinaire dans un dessin comme 
un disque mince, petit, en forme de cercle, et, dans l'espace, 
comme un petit sphéroïde. Cependant !a forme du point, tout 
comme celle de la section de la ligne est indifférente. L'un et 
l'autre sont seulement soumis à la condition d'avoir dans tous 
les sens des dimensions petites à volonté. 

Quant à la conséquence qufi la ligne, et de même naturel- 
lement l'espace, est un composé de points sans lacune, la 
conception empiriste ne saurait s'y reluser quelles que soient 
les représentations simples qu'elle prenne pour base. 

36. ^ Le concept de limite. — L'inluition empîrisle, expli- 
quée par son application aux lignes et points, fournit tout de 
suite la représentation de la limite d'opérations infinies et certes 
avec une clarté et un naturel ijui donnent pleine satisfaction à 
noire soif do recherche, au point qu'un novice doué de juge- 
ment, b qui les choses auraient été expliquées suivant la 
méthode empiriste, n'aarait jamais l'idée de voir la manifesta- 
tion de l'inflniment grand et de l'infinimont petit, dans uae 
fraction décimale sans fin. 

Chacune des voies parcourues par l'Idéaliste (art. 21) et 
par lesquelles, comme il dit, on pourrait essayer de démontrer 
l'exisionce de la limite, conduit l'Empiriste au but. 

La voie la plus courte est peut-Èlre la première. 

Etant posée un nombre snns fin o, a, cts,.., de l'inégalité 
o, «1 «i-- a,, < 0, «1 «2... («^ -|- 1) 
salislaite pour toute valeur de p et de ç, on concluait que les 
extrémités de loules les longueurs s,, 

o, «I «i... dp^r, r^l, 2,... 
tombent dans l'étendue qui relie les points o, ol, «a -■ ",, et o, 
K, aj... (a,, -I- 1). 

. Chacune des étendues suivantes s,,.;-i tombe dins la précé- 
dente Sp, La ligne droite que nous nommons étendue unité, 
est, dans notre représentation, mince à volonté, et nous conce- 
vons comme point sur l'étendue unité un morceau de cette 
ligne aussi court qu'elle est mince. Que nous nous flgurions la 
ligne droite mince au-delà de toute niesure,il existera toujours, 
déterminée direclemenl par cette minceur, une valeur de p 
pour laquelle l'étendue Sp n'atteigne pas en longueur l'épais- 
seur de notre ligne droite, et alors o, a^ «j... a.^ e.st la limite 
de la ligne (o, ai «a-.) avec l'exactitude que nous apportons 
dans notre représentation momentanée. Cette exactitude varie 
à notre gré, et elle appartient également aux longueurs 
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rationnelles et aux longueurs irrationnelles qu'on peut cons- 
truire de quelque manière ou qui sont déterminées par des 
fractions décimales sans fln quelconques. Entre toutes ces 
longueuPs il n'y a donc pas la plus petite différence, 

La deuxiènde démonstration citée par l'Idéaliste est égale- 
ment à mes yeux pleinement rigoureuse,parce que je regarde 
la ligne comme composée de points. On fait voir dans cette 
démonstration que l'étendue unité (0, 1) se divise en deux 
parties, l'une ne contenant que des points qui finissent par être 
couverts par les étendues o, ai ; o, «,i «j... etc.. portées à 
partir du zéro, tandis que les points de la deuxième ne seront 
jamais couverts, Les deux étendues se louchent ou bien elîes 
ne sont séparées que par un point hypothétique duquel on ne 
peut dire ni qu'il sera couvert ni qu'il ne le sera pas. Ou bien 
ce point, ou bien un point occupant la place où les deux 
étendues partielles se louchent, forme donc la limile. 

Cette démonstration de Texistence de la limite est donc 
rigoureuse pour l'Emplriste. Je n'affirme pourtant pas que ce 
soit là la suite d'idées qui nous est nalnrelle. Comme je l'ai 
déjà remarqué, nous sommes sans le savoir, il serait peut-être 
mieux de dirorfe naissance, des Idéalistes. Ma démonstration 
est la conséquence immédiate d'intuilions auxquelles on 
parvient en épurant le système des concepts d'idéaux non 
représen tables ; mais cetle épuration impose une violente 
contrainte au processus de la pensée qui est pénétré d'idéaux 
de toutes parts. 

Uaos le dessin par exemple, on représente la limite comme 
je l'ai brièvement indiqué à l'article 19. On s'imagine les 
extrémités des longueurs o, ai ; o, œ, «^ ; etc ... portées à 
partir du zéro marquées par d'ss Iraits fins et courts coupant 
transversalement la ligne. Ces traits se resserrent toujours 
davantage et ils cessent nécessairement quelque part, parce que 
les instruments refusent finalement de marquer et que surtout 
on ne peut tirer des traits en nombre illimité. Vient ensuite, 
séparé dos traits o, «i a; ,, a^, par une courte étendue que 
nous nommerons nébuleuse, et formant le terme de la série 
des points, un trait fin, aigu, un peu plus long que les Irails 
précédents, il représente la limite. C'est dans l'élendue nébu- 
leuse qui précède la limite que les l'anlômes philosophiques 
prennent leurs ébals, C'est sur elle que roulent les sophismes 
fameux, et c'est elle que l'Idéaliste a résolue en quantités infini- 
tésimales. 

Le dessin de l'Empiriste a une physionomie quelque peu 
différente. Les traits seront continués même quand les instru- 
ments de dessin ne pormotlroril plus de les faire distincts. 
Alors les traits se confondent les uns avec les autres, de sorte 
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que leur largeur est plus grande que la distance de l'étendue 
0. «1 tta, . a^ h la limite. Ou ne cessera ce tracer de nouveaux 
traits que lorsque leur continualion ne- prolongera plus visible- 
ment l'étendue à marquer, c'est-à-dire quand ils persisteront h 
occuper la même place. C'est alors la limite. 

37. — La théorie empirlste dans les éléments de la baute 
analyse. — L'Empiriste voulant affranchir son langage de 
mots et de tournures, qui ne peuvent avoir de sens acceptable 
que dans la bouche de l'Idéaliste, devra souvent s'exprimer 
toul-à-fait autrement que ce dernier. Son exposé des concepts 
fondamentaux, argument, différentielle, etc.... s'éloignera 
dans beaucoup de cas de celui de l'Idéaliste. Je vais tout 
d'abord caractériser le langage empiristo sur quelques points 
essentiels, et expliquer ensuite ma conception de 1 argument, 
de la différentielle etc. 

1. — Avant tout, l'inflniment petit et l'influiment grand au 
sens de l'Idéaliste n'existant pas pourl'Empiriste, ces mots, 
s'il lui arrive de s'en servir, ne signifient rien de plus que petit 
ou grand illimité, sans fln, non mesurable, etc. ... et d'autros 
termes signifiant que dans un sens ou un autre notre imagi- 
nation n'est arrêtée par rien. 

2. — Au lieu de dire d'une quantité variable qu'elle devient 
infiniment grande ou infiniment petite, l'Empiriste préfère dire 
que conformément à un but proposé, on lui donne des valeurs 
suffisamment grandes ou suffisamment petites. 

3. — C'est une question un peu délicate du langage précis, 
que de savoir si et quand on a le droit de dire d'une quantité 
variable qui prend la valeur a pour une certaine valeur de 
son argument : elle devient égale à a pour cette valeur de 
l'argument. Sans doute dans tous les cas il est exact de dire 
simplement : a est pour celte valeur de l'argument la limite de 
la quantité variable, et par suite dans tous les cas douteux — 
et dans quelques cas non douteux, l'Empiriste ne s'exprimera 
pas autrement. La première manière de s'exprimer est fondée 
lorsque pour la valeur correspondante de l'argument la fonction 
a un sens clair et une valeur calculable sans aucune indication 
complémentaire, comme cela arrive, par exemple, à une ionc- 
tion entière et rationnelle de ic pour toute valeur finie de la 
variable. Mais si la valeur de l'argument est infinie au sens de 
l'Idéaliste, comme est la valeur de n pour la limite de 

111 
-g- -|- -^ + . . . -|- gTT ^ f{^) OU si, pour une valeur de l'ar- 

gumenl, l'expression de la quantité variable cesse d'avoir un 
sens et d'être calculable, comme (1 + ^) * pour a; = o, l'Em- 
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pÎPzste ne peut alors employei- que l.i deuxième manière de 
parler ; et c'est ici que son langage diffère le plus de celui de 
l'Idéaliste. Celui-ci est, en effet, amené par ses raisonnements & 

croire fondée cette façon de parler ; (i + ce]" devient eiacte- 
ment égal à e, quand x devient infiniment petit (Art. 27). -— 
En outre, l'Empiriste ne rejettera le pur zéro que dans les 
applications manifestement absurdes de ce symbole au calcul. 

Lesformes -ry > -^f '^^^■< 'i^' paraissent tout aussi dénuées de 
sens qu'à l'Idéaliste. Seulement il ne voit pas do raison pour 
ne pas employer Jans ses calculs le zéro aussi bien que des 
quantités, comme valeur ; il est assez souvent une limite. 
D'ailleurs !a représentation empiriste de l'exact à volonté 
s'étend aussi au zéro. 

4. — L'argument on la variable Indépendante. — La déter- 
mination empiriste du concept de l'argument exige certaines 
distinctions délicates, landis que l'argument de l'Idéaliste est 
certainement une représentation beaucoup plus simple. Pour 
l'Idéaliste, la variaiiondes longueurs et l'expression numérique 
des quantités à l'aide da l'unité donnent les deux conceptions 
géométrique et arithmétique de l'argument et se correspondent 
directement, Ces deux conceptions sont également fondées. Et, 
bien que la quantité linéaire soit le concept primilif, on peut 
cependant à chaque instant dans la détermination du concept 
de l'argument placer au premier rang l'une ou l'autre des 
deux conceptions. Pour l'Empiriste les choses se passent 
autrement.il y a, sans doute, entre une longueur exacte à volonté 
qui s'offrirait à nous n'importe comment, et une fraction déci- 
male sans fin, dont îa loi de continuation nous serait donnée, 
une complète équivalence. Car, si je puis mesurer cette longueur 
exacte à volonté, cela me permet d'écrire autant de ohifl'res 
que j'en désire à la suite de la fraction décimale sans fin, 
tout comme si j'en connaissais la loi. Que la loi puisse me 
fournir les rapports à d'autres fractions, ou me permette de 
découvrir les structures de celle dont il s'agit, cela sort de la 
question de la pure équivalence en grandeur. Au surplus, 
les chiffres nomiireux « 6, volonté » déterminent la loi de leur 
succession. 

Mais si nous considérons non plus seulement une seule 
quantité déterminée, — donnée des deux manières, comme 
longueur et comme fraction d'unité exprimée numériquemeni, 
mais l'ensemble des quantités comprises entre deux limites, 
alors pour l'Empiriste l'équivalence entre les deux conceptions 
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de l'argumenL se heurlo à des difficultés. Que je rejetle les 
nombres éterneliemeot, sans loi de l'Empinste, cola importe 
peu. Seulement lea conaidéfations suivantes sont en laveur 
d'une supériorité de la conception arithmétique de l'argument. 
En partant de la représentation géométrique, comme je 
n'admets pas qu'une longueur ait un terme exact, j'étendrai la 
môme inexactitude à toutes les longueurs intermédiaires d'un 
intervalle. J'ai beau imaginer l'idéalisation de la ligne droite 
limitée poussée aussi loin qu'on veut, toutes ses parties ration- 
nelles sont entachées de la même inexactitude, il n'existe donc 
en réalité que des fractions rationnelles de la ligne droite dont 
les dénominateurs après réduction ne dépassent pas une 
certaine quantité, — ceUe-cî dépend du degré d'exactitude que 
j'admets momentanément. Je pourrais par suite poser pour 
fondement, comme image de la grandeur de l'argument, parmi 
tous les segments o, a. «î ... possibles, ceux seulement qui 
possèdent un nombre de chiffres déterminé quoique grand à 
volonlé. C'est évidemment une conception trôs-restreinte, tout- 
à-fait insuffisante. 

Pour conserverau conceptde l'argument toufe sa généralité 
il faut donc, ou bien que le nombre avec sa loi de continuation 
forme la valeur particulière de l'argument, ou bien encore, ce 
qui revient au même, que la longueur partielle de l'étendue 
unité soit supposée avoir une exactitude aussi grande qu'on 
veut, indépendamment de la représentation de î étendue unité 
tout entière. 

Ce n'est qu'ainsi que l'EmpirisIe lui aussi se croira fondé à 
considérer comme équivalentes les conceptions arithmétique 
et géométrique de l'argument. 

Il peut être très commode au mathémalicien empiriste de 
laisser de côté ces distinctions géométriques ennuyeuses, et de 
donner la préférence à la conception arithmétique de l'argu- 
ment. Il ne faut pELS oubUer qu'elle ne peut être que !e Prote- 
ron. — Le Proton est et reste la quantité mathématique 
linéaire. Car d'abord le besoin de partage, et en particuherla 
mesure des grandeurs a pu engendrer le nombre et par con- 
séquent ses lois de formation. La .science de la mesure partage 
tout d'abord l'unité en parties égales, elle exige ensuite le par- 
tage incommensurable de l'unité, pour déterminer par l'arithmé- 
tique des rapports géométriques intuitifs et donne ainsi nais- 
sance au concept de l'irrationnelle et de ses lois; la générali- 
sation scientifique de ces processus fournit finalement le 
concept de l'argument. 

L'Idéaliste semble arriver plus rapidement au but. L'équi- 
valence fondée pour lui logiquement entre l'argument géomé- 
trique et l'argumenl arithmétique le dispense, pourrait-on 
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penser de considérations analogues aux précédentes. Cepen- 
dant, s'il y regarde de près, il trouvera qu on ne lui en fait pas 
grâce. Précisément l'identité de nature des parties exprimées 
numériquement l'oblige aussi à tenir compte de la significa- 
tion arithmétique des points de l'argument. En géométrie et 
en mécanique, rien n'empêche préalablement une conception 
géométrique de l'argument, et en cela les hypothèses de l'Em- 
pirisle ne son! pas moins applicables que celles de l'Idéaliste. 
Mais dans l'analyse, on trouve des parties où la conception 
purement géométrique est insuffisante, et oîi le nombre doit 
être joint h l'argument. Les lonctions dont il s'agit ici n'appar ■ 
tiennent plus au calcul différentiel, dont je vais éclaircir les 
idées fondamentales au sens empiriste. 

5- —Les principes fondamentaux du calcul différentiel dans la 
théorie empiriste. — Ce calcul est plus qu'une méthode qui résoud 
certaines classes de problèmes, c'est plutôt une forme de pensée 
bien déterminée qui saisit en des concepts d'airain et porte à 
l'expression la plus précise ce qui dans les rapports des quan- 
tités variables est immuable et échappe ou reste obscur au 
vulgaire. Qui pourrait douter que, si les habitants de Mars pos- 
sèdent une analyse, il faut qu'elle soit identique à la nôtre 
dans toutes ses parties essenlielles ! Je vais tâcher d'expliquer 
la suite des idées qui doivent conduire au calcul différentiel. 

Il coïncide à l'origine avec une propriété spéciale de notre 
pensée. C'est un procédé bien vieux que celui suivant lequel 
nous cherchons à décomposer des représentations compliquées 
en de plos simples qui nous satisfassent. La vue d'une ligne il 
courbure comp'iquée attirera noire attention, et par suite, 
Lroublera notre quiétude plutôt qu'une ligne droite uniforme, 
sur laquelle le regard ne surprendra ni courbure ni surtout 
variation de courbure. Les arcs de cercle aussi, les surfaces 
planes, les sphères nous laissent plus indifférents que d'autres 
figures dans le plan et dans l'espace. Ce sont des f-'rmes fami- 
lières de ce genre que nous lâchons de retrouver dans les 
représentations complexes, et notre procédé consistée les mor- 
celer jusqu'à ce que les éléments perdent le caractère des 
représentations compliquées et montrent une apparence sim- 
ple qui nous soit bien connue. Les rapports de mesure que 
présentent entre-eux ces éléments de représentation et qui, 
lois élémentaires du monde des phénomènes dans la physi- 
que mécanique, sont le but des recherches, trouvent dans le 
calcul des différentielles la forme qui leur convient exacte- 
ment. Les différentielles sont l'expression de ce procédé de la 
pensée humaine, qui lui est équivalente. 

Il vaut îa peine de développer, de ce point de vue, avec 
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une complète précision, les principes fondamentaux du calcul 
différentiel. 

Le rapport de dépendance le plus facile à saisir est la sim- 
ple proporlioniialité. Quand on explique au profane le concept, 
de fonction, il songe tout de suite h une croissance ou à une 
décroissance simultanées ; il voit devenir simultanément deux 
ou trois lois plus grandes des iquanlités variables qui dépen- 
dent l'une de l'autre. Si on désigne par x la variable supposée 
indépendante, l'autre par j/ = f{x), soient x, y, et xy y, deux 
couples de valeurs correspondantes, y sera la fonction de x la 
plus simple qu'on puisse imaginer, si l'on a constamment 

-^ ^ = a 
Xi — ce 

où. a est supposé indépendant do œ et de Xi- 

La conception plus générale du concept de lonction 
engendre ensuite nalurellement le désir de retrouver la 
dépendance la plus simple dans la dépendance sans realriction, 
et maintenant c'est un résultat de l'intuition géométrique, qa' ou 
puisse y parvenir par un morcellement, c'est-à-dire par l'étude 
de la variation de la quantité dépendante dans des intervalles 
suffisamment petits de l'argument. On doit ce résullat ^ la 
méthode de Descartes, pour figurer les dépendances, et au 
concept de la tangente, une des plus anciennes abstractions de 
l'homme. Dans le concept de la tangente est impliqué le retour 
de la dépendance sans restriction à la proportionnalité et cela 
sur le fond d'une figure qu'on trouve souvent dans les traités 
de calcul différentiel et qui est probablement due à Barrow.le 
maître de Newton. La figure consiste en la courbe u rr /■(«!), 
deux ordonnées y et yt de la courbe correspondant aux 
abscisses x e\.x, , une parallèle à l'axe des x; menée par le 
point X, y ^^ f{x) et enfin la corde x, y; x, , yi- Soit œ l'angle 
de la tangente h. la courCe au point œ, y, avec l'axe des x, si 
on pose a zr (p*, on a 

Xi — X Xi ~œ 

où (la tangente étant en vertu de la représentation géométrique 
londamentale la position limite de la corde) on peut rendre i 
aussi petit qu'on veut, en prenant pour te, — a; et par suite 
pour y, — y des valeurs suffisamment petites. 

Cette relation contient le retour de la dépendance générale 
à la proportionnalité et elleest lefondement du calcul différen- 
tiel. Elle est de nature géométrique et ce doit fitre, car les 
représentations viennent en premier lieu, les abstractions 
analytiques suivent. 
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.Ce qui précède a. quelque peu besoin d'un exposé plus 
exact, pour pouvcir servir de fondement aux priacipes du 
Cctlcu). 

D'abord la quantité a^tç tr,ne dépend que de x, parce 
que nous avons mené la tangente au point x, y de la courbe, 
et nous voulons introduire ici le symbole usuel f'{x). En oulre 
nous n'avoDS fait appel qu'à l'intuition géométrique qui peut 
ne pas s'étendre à toutes dépendances, qui peut môme s'y 
refuser complètement. Car par dépendance d'une quantité à 
l'égard d'une autre, l'argument, ou par fonction, il faut entendre 
au sens général, qu'aux valeurs particulières de l'argument 
correspondent des valeurs de la fonction, entre lesquelles il 
n'existe pas la moindre liaison. La correspondance peut résul- 
ter du problème dont nous nous occupons, ou bien être imagi- 
née parnous dans une intention quelconque. Et alors peut naître 
une suite intuitive devaleursde la fonction formant une image 
cohérente, mais ce n'est pas nécessaire et on démontre môme 
que ce n'est pas toujours le cas. 

Voici donc ce que nous pourrons dire : 

Comme l'intuition et l'expérience l'apprennent, des dépen- 
dances sans nombre se comportent de telle manière que 
l'égalité 

r{^^)~iv») ^ ... , , 

iCl— 37 I \ I ^ 

peut être posée. Dans celte égalii4 f ( x ) ne contient pas d'autres 
quantités variables que (x); et s pour des valeurs de Xi suffisam- 
ment voisines de x ( Xi peut-être <[ x, ) peut être rendu aussi 
petit qu'on veut. 

Les fonctions qui possèdent cette propriété sont l'objet du 
calcul différentiel. 

I! semble convenable de leur donner un nom particulier, et 
je propose de les appeler fonctions orthoïdes. ( ') La condition 
de l'orthoïdie est certainement très restrictive, puisque déjà 

(') C'est là la classe de fractions, que rauteuf {Yersu^.k einer Clas- 
sificalionderwillkûrlichenFunctUmenetCjBorchardlsJourn. Tom. 79. 
p. 27] a, appelées dîiférenljables. 11 place ce nouveau nom dans la bouclie 
de l'Empiriste, parce qu'U lui semble que le sens plus profond au point 
de vue de la critique ae la conna'ssance, de la propriété de fonction dont 
il s'agit, devait au moins être indiqué dans la dénomi[iation. En effet, 
l'intelligenee de l'expresion « différeatiable » suppose le concept du quotient 
différentiel, tandis que l'orthoidie comme la continuité, est en première 
ligne. C'est seuleraeut l'extension au concept de fonction le plus abstrait 
oui fournit au concept de l'ortlioîdie le, caractère analytique. Quand à 
1 expression elle-même , on la tireriut en vérité plus correctement de 
e&iuç que de dp^Sç, seulement il faut aussi tenir compte de la commo- 
dité du langage. 
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dans les coui'bes iiiLuilives usuelles, il inlervient des points 
aiiorthoïdes, comme le poiatic = dans la fonction^ --xsin —, 

si , pour a; =: 0, lorsque - n'a plus de sens, on donne à cette 
foncLlon la valeur zéro. Mais je viendrai plus loin à l'aoor- 
Ihoïdie 

6. — Du calcul à l'aida des différentielles d'après la eoncep- 
tion de l'Empiriste et celle de l'Idéaliste. — J'ai exposé ce qui me 
paraît êli-e le propr.e fondement dii calcul difTérentiel. Ce calcul 
opère essentiellement sur deux formes d'égalités, ^alités sans 
din'érenti elles, ne cooLeaantque des quotients différentiels. et 
-égalités avec différentielles. En vertu de la méthode des limites, 
la proposition fondameatale ci-après énoncée donne lieu à des 
égalités rigoureuses, lorsque les différentielles sotit remplacées 
par des quotients différentiels, supposé l'orthoïdie des fonctions 
introduites dans le calcul. La méthode des fluxions de Newton 
et le calcul des dérivées de Lagr^nge sont, quand on s'est accom- 
modé du concept du quotient différentiel, des méthodes de calcul 
très-ci aines,que ne vient troubler aucune difficulté de conception. 
Au contraire, le calcul avec différentielles n'est pas toujours 
fondé encore avec autant de certitude et de rigueur qu'on pour- 
rait le désirer, pour une méthode parvenue à un usage si général, 
quoique, depuis surtout le fameux prix proposé par l'Académie 
des Sciences de Berlin en 1784{'),des tentatives sansnombre 
aient été faites dans cette. voie. Malgré tout cela, la détresse 
dénoncée par l'Idéaliste subsiste encore aujourd'hui ; c'est à 
mes yeux un des pliénomèoes les plus curieux de la littérature 
sûieutilique. Aujourd'hui encore c'est à peine s'il parait succes- 
sivement dans « la plus infaillible de toutes les sciences » deux 
traités qui, lorsqu'ils touchent aux concepts fondamentaux, ne 
se contredisent de la façon la plus absolue. Aussi, sons le 

{*) L'Académie a pensé que le noble titre de « sciences exactes » 
devait être maintenu aux sciences matliématiques, bien que la « grandeur 
infinie » qui leur sert si souvent de base d'après la manière de voir des 
géomètres distingués impliquât une contradiction. Elle demande donc : 
Une théorie claire et précise de ce qu'on appelle Infini en mat'iématique. 
Lhuilier de Genève obtint le prix en 1786. Son travail eouronné : Expo- 
sition éléniontwre des calculs supéiiears, Berlin 1786, ne m'est pas par- 
venu ; raai< j'ai pu prendre connfùssance de ses vues essentielles dans 
les additions de J. K.F. Hauff à sa traduction de l'ouvrage Camot réflexions 
Bi]i' la métaplijsique du calcul infinitésimal (Francfort-Sur-le-Meîn 18Ô0). 
Le mode de conception de Lagrange, qui a appartenu à l'Académie jus- 
qu'en 1787 et de Lhuilier sont Empiristcs. Un inconnu obtint encore 
dans ce concours un accessit. Etait-ce l'Idéaliste ou bien avait-il exprimé 
moins convenablement que Lhuiler la manière de voir de Lagrange? 
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rapport de son fondement, la science des différentielles a peu 
progressa depuis Leibniz, qui, on le sait, ne put parvenir à 
aucune vue déterminée. 

Comme Empirisle, .je m'explique les choses ainsi : 

J'écris l'égalité iaitiale 

où, je pose Xi — a> = dx, yi—y := dy, sans rien changer au sens 
des quantités x^ — x, y. — y, ainsi j'écris 



e_i rz f'(x) -\- e, il résulte encore 



d,j = da,lf{^} + .-l I 

égalité tout h fait rigoureuse, si petite que soit de, même 
quand on tient compte du concept de l'exactitude au sens 
empirisle. Peu importe si .j'entends par dx un nombre qui 
désigne une longueur, ou si j'y vois directement une longueur. 
J'imagine toujours le degré d exactitude de la mesure unique- 
ment soumis à mon bon vouloir, assez grand pouf que les 
oscillations subsistant encore dans la représentation de l'unité, 
oe puissent avoir d'influence visible sur les formules. 

De l'égalité I que l'Idéaliste (art. 27) donne sous la forme 

-^ ^ flx) + B, se fondant sur sa proposition relative à la 

non influence de l'infmiment petit additif, il lire, en faisant 
devenir A a; et S infiniment petits, l'égalité idéaliste 

dy ^z f{as)dx 
dans laquefle dx et dy désignent donc des valeurs infiniment 
petites. Mais celte déduction est encore à compléter par la 
remarque que, lorsque deux quantités qui se correspondent 
ont en même temps pour limite zéro, si l'une d'elles parcourt 
une série de valeurs ayant la limite zéro, comme les quantités 
4a; et S de l'Idéaliste ou mes dx et e de tout à l'tieure, toutes 
deux en même temps doivent finir par être infiniment petites 
au sens idéaliste. Car, supposé que l'une devînt infiniment 
petite et l'autre non, celle-ci, devant alors rester supérieure à 
une petite valeur finie, ne pourrait avoir la limite zéro. Cette 
remarque me permet de transformer sans plus d'explications 
mes égalités en égalités idéalistes. 
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I! en esl de même de la. différenUelie d'une fonciion cje 
deux variabies z = f{x, , y). On a ; 
dz=:f[x-\- dx, y + dy) —Kx, y)~f{x-\- dx, y ^ dy) - 

Pour pouvoir appliquer aux différences de droite l'égalité 
fondamentale I, il nous faut supposer que les valeufa x. 
X -\-dx;y,y + dy tombent dans un intervalle pour lequel 
f{x, y] soit orthoïdique àl'égard de x, y étant fixe, et h l'égard 
de y, quand a: est fixe. 

On obtient alors par l'application de l'égaliEé I aux deux 
différences : 



^_iMl_tMj^ + <U^j^ + .,,^ + . 



dy 



où e, tend vers zéro avec dx, et t, avec dy. Si maintenant le 
quotient différentiel -p est une fonction continue do y au 
point X, y {'}, on peut poser : 

df(x,y-^ dy) __ d f(x, y) 
dx dx "^ 



(*)LaconditioD quele quotient diifpreiitiel™i. soit continue par rapport 

ky OM -r- par rapport à x, ajoute une nouvelle restriction à la premiéie 
et inév table condition d'orthoïdie de a iz; f{a;, y) dans la direction des 
œ et des t/. L'absence de symétrie de cette condition fait en vérité 
soupçonner que l'ortlioïdie de /"(a:, y) a pour conséquence la continuité 
des quotients différentiels. Ce soupçon cependant ne se justice pas ; des 
considérations géométriques, dans lesquelles on ne peut entrer ici plus 
avant , nous apprennent qu'une fonciion continue partout dons le 
voisinage d'un point i",, i/„ peut malgré cela donner une valeni iluie pour 

la diftërence ^fi^^o'^" + °) _ ^fïf' V .à, de même si ie quotient diffé- 
rentiel est continu pour x„. 

11 suit de laque pour dériver la formule (i3^^^(to+ -Jrft/euunpoïnt, 
cette absence de symétrie par rapport à a; et J/ se comprend très bien. Si, 
par exemple, le quotient différentiel j' est discontinu par rapport à œ, il 
faut alors nécessairement que l'ordre soit celui du texte. En outre, il 
recuite <jue si la formule doit-êti'e valable pour tous les points d'un 
'lomaine les conditions suivantes doivent être remplies ; Pour chaque 
point f[m,y) doit être orttioidique par rapport k y, so restant fixe, et par 

rapport a O!, y restant fixe î ^ i jT doivent être continues respective- 
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où »! tombe avec dy au-dessous de toute limite. Il en résuUe 
d^ =z ^cte + gdy + ., ^ + (., + ^) dy 

Si on établit entre les variables dw et dy une relation telle 
que leur rapport reste compris entre dos limites déterminées 
qui ne comprennent pas zéro, la quani.iLé £, dx -|- (zj -|- ^) f^ll 
divisée par tîiB ou dy aura alors pour limite zt^ro en même temps 
que iJx et dy. 

Ainsi des relations y — f{x), z ~ f{x, y), — (dans la 3^ 
cceiy doivent être considérées comme indépendantes) — résul- 
tent les différentielles 

dy = r{x)dx + p 

où 4- , 4- ont pour limite zéro en même temps que dx, quand 

le rapport de dx et dy ne peut ni tendre vers zéro ni dépasser 
une certaine valeur linie. 

A ces égalités rigoureuses correspondent les égalités idéa- 
listes 

dy = f(x)dx 

■^ = î'^ + %-'>' ■ 

ment pM" rapport à y et à œ. Les conditions suffisent, et on peut, comme 
,ic l'ai remarqué, en démontrer la nécessité par des constructions 
géométriques. 

A ce propos, je poutrais faire remarquer que dans les traités la 
formule pour la différent ïation de fonctions de plusieurs fonctions ; 
df[u,v,..) df du , df dv , 

' da: '=ru--s^ + ^-ïï5+- 

est ordinairement insuffisamment démontrée. On pose, par exemple : 
d£luyi_, \ r(^-}-du,r,-\-d«)-fiu,v+dr>) du . f(^,r>+dv]-fiu,v] di=) 
d^ '— ""^ 1 Sïï^ ^^ IT^ dÀ 

Quand dm tend vers zéro, du et de y tendent en même temps, et la 
première fraction de droite n'a donc pas la forme qui donne naissance 
a un quotient différentiel. Pour déduire les formules générales de diffé- 
rentiation, on doit partir de la formule rigoureusement démontrée dans 

le texte (fe ^: J— d^ -\- -^dy + unecorreotion.Cetexposédela théo- 
rie, qui s'écarte un peu de l'usage ordinaire, n'implique aucune difficulté. 
Pour la difféi-entlation de fonctions spéciales, il suffit d'avoir établi la 
différentiation d'une fonction d'une seule fonction à laquelle il est facile 
de donner toute la rigueur possible. Les concepts les plus simples de 
ditférentiation partielle permettent alors de passer à la dérivation de ia 
formule générale. 
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Ici encore est valable la condîLiott relative au rapport de 
dixel dy, car, si des quantités dx et rfi' l'une astintîniment petite 
par rapport à l'autre, le terme multiplié par elle disparaît aim- 
plement — en vertu de la proposition sur les infiniment petits 
additifs. 

Maintenant, l'analyse ne faitpas usage nu moins ordinaire- 
ment des égalités exactes de forme empiriste^ et il n'en résulte 
aucune Faute de calcul. Comme cela parait être en faveur de 
la rectitude de la marche idéaliste, je me sens doublement 
obligé h. montrer et à expliquer que les égalités empiriste^ non 
exactes q.i'on obtient en négligeant p et pi et qui concordent 
avec les égalités initiales de l'Idéaliste, doivent conduire à des 
résultats exacts, de sorte que c'est à !a combinaison algébri- 
que fortuite des égalités exactes que l'Idéaliste doit de pouvoir 
tirer de ses hypothèses un calcul rigoureux. Bornons-nous 
aux égalités linéaires par rapport aux différentielles. Soient 
sti, xt ... cca, — les variables. Quand il s'agira d'une différen- 
tiation, on aura entre les différentielles rfa;,, éoî..... comme 
nous l'avons montré plus haut, une égalité de la forme 
2 flp da^p -|- p = ", homogène par rapport aux quantités dx et p, 
où les rapports des dx varient entre certaines limites fixes 
qui ne comprennent pas zéro, et le rapport dep à l'un des dx 
a pour limite zéro avec dx. S'agit-il, par exemple, d'une équa- 
tion de Pfafî', j'y ajoute une correction p. Qu'on imagine 
maintenant autant d'équations de ce genre qu'on voudra, entre 
différentielles, données au sens empiriste avec les corrections 
correspondantes; que sur ces équations on effectue des calculs 
algébriques: additions, multiplications, élimination, intro- 
duction de nouvelles variables à la place des tx, décomposition 
en facteurs, etc., on ne pourra jamais obtenir d'autre résultat 
qu'un nombre quelconque d'équations de nouveau homo- 
gènes par rapport aij.\ rfje et aux p. Je suppose qu'un pareil 
système d'équations forme îe terme du calcul. Chacune des 
équations se compose alops de deux parties, une partie indé- 
pendante des p, et une qui les contient en facteurs. Si on passe 
aux quotients différentiels, en divisant les équations résul- 
tantes par l'un des du avec l'exposant convenable, chacun des 
p dans la partie qui les contient est divisé par un <ic et comme 

àx décroissant indéOniment les -j- ont zéro pour limite, toute 

la partie qui dépend des o dam lei équations qui portent sur les 
quotients différentiels disparaîtra, exactement comme si nous 
l'avions laissée de côté dans les équations primitives. 

Celte simple remarque algébrique dévoile tout le mystère. 
C'est parce que les équations initiales sont homogènes par 
rapport aux différenlielles el auxp que les équations finales le 
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sont aussi. Et quand on passé ensuite aux équations, aux quo- 
tients dilTâpentiels, c'est-ii-dire aux résultats réels, les corrections 
disparaissent. On pourrait donc les laisser du côté dans les 
équations initiales, 

Nous noii.=i sommes placés dans le cas le plus simple d'un 
système d'équations initiales linéaires par rapport aux difTé- 
rentielles. Si, parmi ces équations, il s'en présente par suile 
d'une double différentialion.je suppose, qui renferment des 
différences secondes d" Xi , <P x^ ,. Ces secondes se compor- 
tant h la limite comme carrés ou produits des différences 
premières, on arrive au môme résultai, toutefois après avoir 
convenablement opéré sur les corrections correspondantes. 
Aussi je n'entre pas plus avant dans ces généralisations, dont 
la marche est iacile. 

Cette détermination erapiriste des bases du calcul différen- 
tiel doit satisfaire au besoin de rigueur, mais elle ne doit pas 
nous égarer en nous détournant du .sens habituel des symboles, 
ni enrayer la marche facile du calcul par l'introduction pédante 

de corrections, L'Empiriste lui aussi posera ^= f(x) et 
négligera les p dans les équations différentielles, absolument 
comme l'Idéaliste, PourLanL, il n'oubliera pas que les correc- 
tions sont sous-entendues et que les équations sans elles ne 
sont que des abréviations, comme par exemple : 

1-'+-'+ +-'- 

et rais pour 

Ce qui e't encore, aux yeux de l'iilmiHriste qui n'admet pas 
d'iniinis, une abréviation pour: 1 est la vftleur limite dont 

"S-'^j^ diffère aussi peu qu'on veut quand on donne a. n des 

valeurs suffisamment grandes. 

7, — Coiieeplion Intermédiaire de la différentielle. — Entre 
la conôcption de l'Idéaliste pour qui dx est purement et sim- 
plement un infiniment peliL, auquel pourtant il joint l'idée de 
quelque chose au repos, non variable, — et ma propre concep- 
lion, suivant laquelle rfa; est fini et suffisamment petit mais 
également au repos — il s'en présente une troisième, (men- 
tionnée plus hanl) — qui voit dans rfa; une quantité évanouis- 
sante. C'est alors une quantité qui varie d'une manière durable 
dans la direction du zéro. Gelleidée d'une quanlitéqui s'éooule 
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sans cesse me paraît inacceptable à l'esprit humain. Il me répu- 
gne de regarder des signes comme des quantités qui attendent 
pour se mettre en mouvement et accourir vers le zéro que je 
considère les formules, et qui pourtant ne peuvent arriver au 
zéro qu'à la fin du calcul. 'Tant que le livre est fermé, il règne 
un profond repos, dès que je l'ouvre, commence la course vers 
le zéro de toutes les quantités manies ded. La représentation 
de la quantité illimitée est pour moi un peu moins troublante, 
parce qu'elle ne suppose pas d'état durable dana l'accroisse- 
ment comme celui qu'on supposait dans la diminution des dif- 
férentielles ; elle désigne an contraire des quantités qui dépas- 
sentde façon à échapper à toute mesure tout ce que fournis- 
sent les formules. Seulement je préfère encore donner à mon 
exposé une forme telle que je n'ai jamais besoin que de valeurs 
suffisamment grandes . 

De telles représentations, ou mieux de telles prétendues 
représentations de quantités qui croissentou décroissent cons- 
tamment au-delà de toute quantité finie — (c'est-à-dire au- 
delà du représentable) naissent d'un Idéalisme obscur ou timide. 
D'ailleurs, je ne m'élève pas contre le mouvement des quanti- 
tés d'une formule approprié à des buts déterminés. Que de fois, 
par exemple, il nous arrive de chercher ce qu'il advient des 
fonctions , qu'elles limites elles ont quand leurs arguments 
prennent certaines séries de valeurs ! Nous-mÊmes venons de 
donner comme équations finales du calcul sur des différentiel- 
les finies, les équations liant le^ valeurs limites des quotients 
des différentielles. 

Go sont seulement les quantités marchant sans cosse vers 
un but déterminé qui me semblent ôtre une concession bien 
dure demandée à la fantaisie du lecteur. 

8. — Quelques remargues stir les foBCtions anortlioïdes. — 
Ce n'est pas l'anorthoïdie en des points isolés qui est un oirac- 
tère dîstinctirde la mathématique moderne, mais bien l'anor- 
thoïdie perwionereie de certaines fonctions, Elle suppose décidé- 
ment la conception numérique de l'argument parcequ'elle 
donne naissance à des diR'érences formelles dans les valeurs 
de l'argument, qui reviennent dans tout intervalle si petit qu'il 
soit. Par exemple, les nombres rationnels et les irrationnels, les 
nombres algébriques de différents ordres et les nombres trans- 
cendants de différentes formations peuvent servir S distinguer 
les valeurs d'argument. On peut imaginer que si, aux valeurs 
d'argument distinctes, on fait correspondre d'une manière 
convenable des valeurs do fonctions distinctes, il se forme 
pour la fonction dans le plus petit intervalle qu'on puisse ima- 
giner des différences de \aleurs qui ne correspondent plus h 
l'image d'une courbe visible. 
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La première idéo d'une pareille correspondance est plutôt 
due à Lejeune Dirichlet. (') Il a incidemment recours à une 
fonction qui prend pour des valeurs rationnelles de l'argument 
une certaine valeur constante s, et pour les valeurs irration- 
nelles une autre valeur d. Riemann (*") nous a ensuite enseigné 
une méthode pour lormer des ionutions de ce genre. Elle 
consiste à additionner une série de fonctions auxquelles on 
donne certaines oscillations ou discontinuités de plus en plus 
fréquentes. Si on a, par exemple, une suite de fondions, 

Îi (a;), tpi i'x) • f$ (io)-.., dont la premieresflM(e(*")pour toutes 
es valeurs entières de l'argument, la deuxième pour les 

multiples entiers des-, le troisième pour les multiples entiers 

de T-, etc., et si on formela somme )>i wi [x]-\- h fî {x)~\-..., 
où les ï représentent des coefficients nuniériques cho'sis de 
façon à rendre la série convergen te, — !a somme de cette série 
représente alors une fonction qui saute dans tout intervalle si 
petit qu'il soit. 

Il y a trois sortes de fonctions de ce genre qui nous 
intéressent. Des fonctions généralement discontinues — parmi 
celles-ci, en particulier, les jonctions intégrables, — et des 
fonctions continues qui sont généralement anorthoïdiques. — 
Le plus remarquable exemple sinon le premier en est dû à M, 
Weiertpass. (*"') — Toutes les fonctions de cette espèce ont 
contrairement aux fonctions ordinaires ceci de commun qu'on 
ne peut s'en former aucune représen talion visible. Les oscil- 
lations d'un intervalle, si petit qu'il soit, ne correspondent à 
aucune image précise au repos. Tout au plus peut-on souhaiter 
d'y découvrir une propriété analytique générale. Mais il oe 
semble pas que ce soit facile. On pourrait songer à borner la 
série des nouvelles lonctions àoelles qui ou bien sonlgénérale- 
ment discontinues elles-mêmes, ou bien quiont un quotient diffé- 
rentiel plus ou moins éloigné discontinu Mais, si on songe que, 

par exemple, la fonction g ^ sin — est orlhoïdique à l'égard de 

tous ses quotients différentiels, et pourtant tend vers zéro avec 
des oscillations de plus en plus resserrées, on comprend que la 
délimitation du domaine des fonctions « ordinaires » à- l'inté- 
rieur du concept général de fonction ne puisse être précise; 



■") * Springt ^ 
{" ] M Borchardts Jourjial ». Tom. 79, p. ! 
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qu'au contraire ici, comme il arrive si souvent dans les clas- 
sifications sysiématiqucs, au lieu de la ligne limite qu'on désire, 
il y a une zone incommode de transition. 

Tandis qu'avani Leibniz on entendait par fonction une 
puissance de l'argumenl, la signifîcalion plus générale du mot 
(attribuée à Jean Bernouilli) s'est développée à la suite du 
calcul différenliel. Cependant, c'est Dirichlet et Riemann qui, en 
signalant la dépendance aBorthoïdique ont les premiers 
donné au concept de la fonction sa généralité. 

36 — Conclusion de l'Empiriste. — Je ne nie pas que les 
idées bardies de l'Idéaliste et sa théorie, évidemment logique et 
bien conduite, ne contiennent un excitant à de profondes 
recherches, plusvifquema conceplinnsi sobre des choses. Je ne 
conteste pas non plus que les hommes qui onl doté notre 
science de ses conquêtes les plus importantes aient eu peut- 
être pour la plupart des vues idéalistes. Sans remonter à l'épo 
que de Leibniz et d'Euler, le langage de Riemann par exemple 
et maints passages des écrits publiés par lui ou de ses œuvres 
posthumes montrent qu'il était franchement Idéaliste. Mais la 
science, c'est-à-dire l'ensemble des opinions, des intuitions et 
théorèmes adoptés peu à peu par la foule, qui prend part aux 
recherches on eo suit les résultats avec intérêt, gui par le 
nombre balance peut être la force intellectuelle et gigantesque 
de quelques initiateurs de génie, enBn dont le jugement est 
d'autant plus impartial qu'il n'est point dicté par la passion 
qui domine aux premiers rangs du combat, la science, dis-je, 
transforme toujours à son profit les résultats des recherches 
les plus diverses et rejette sans pitié tout élément étranger à 
son essence môme. Elle a accueilli avec gratitude les lois do 
Kepler, mais a laissé de côlésaloi sur les distances des planèles 
au soleil.Aussi, je suis convaincu que dans son développement 
ultérieurelle rejettera de la théorie des grandeurs toutcequi. est 
étranger h la représenlation ctretiendra seulement ce qui ratta- 
che les représentationsles unes aux autres. C'est ainsi que de nos 
jours celte aspiration qui ne fait que devenir plus vive et qui 
dans les divers domaines de la science tend à la détermination 
des concepts fondamentaux semble s'êlre engagée déjà dans 
une voie essentiellement cmpiriste, bien qu'elle n'obéisse en cela 
tout d'abord qu'à des instincts vagues et non aux règles d'un 
système bien réfléchi. Sinous nous en tenons aux sciences mathé- 
matiques, nous constatons que, par exemple, dans l'analyse la 
conception empirisle !'a depuis longtemps emporté sur les idées 
fantastiques qui régnaient sur la sommation des séries diver- 
gentes, idées propres à l'époque de Leibniz et d'Euler, dont les 
derniers vestiges se sont conservés durant notre siècle, et 
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émergent ç^ et là à noire grand éLonAement. En géométrie, on 
a commencé avec grand succès h ramener à nos perceptions 
même le concept d'espace, ce principe d'ordination très 
complexe des perceptions et des représentations qui pénètre 
toutes nos pensées. Sans doute, je l'ai remarqué, les opinions 
relatives à l'inflniment grand, àl'infiniment petit, aux irration- 
nelles, à la ditférentielle, etc., se contrediseot parfois encore, 
mais dès que l'on aura reconnu que le flnisufftt à l'édiflcation 
des mathématiques, c'en sera t'ait pour toujours de l'inflni. 

Les malhémaciens seront Ions d'accord pour dire : Le 
suffisamment grand ou le suffisamment petit satisfont aux 
conditions du problème. Tout homme qui sera à ia hauteur de 
la science n'admettra d'autres quantités que des qu-antUés suf- 
fisamment grandes et suffisamment petites selon les conditions 
du problême. 



L'IDÉALISTE 



39. — Conclusion. — En viendra-t-on là ? Mais avant 
d'opposer le mien au tableau que l'Empirislc t'ait de l'avenir, 
j'ai à présenter quelques remarques sur ses fonctions anor- 
thoîdes. 

Une fonction à laquelle il est prescrit de prendre une valeur 
pour les valeurs rationnelles de l'argument, et d'en prendre 
une autre pour les valeurs irrationnelles est à mes yeux une 
fonction incomplètement déterminée ou phitôt sa détermination 
suiTisante n'est due qu'à l'existence de l'homme. La condition 
à laquelle la l'onction est assujettie ne la fait pas correspondre 
à l'ensemble de toutes les valeurs de l'argument. On ne pourrait 
pas l'imaginer représentée par une figure idéale, comme une 
fonction donnée par une loi complète. Je considère un intervalle 
d'argument (0, i). A. une longueur partielle qiielconque corres- 
pond une valeur de fonclion, représentée gtïoméiriquement par 
un poitit. Ce qui est vrai d'une longueur partielle l'est égale- 
ment et au même titre de toutes les longueurs en nombre inûni 
prises dans l'intervalle considéré. Ainsi naît la représentation - 
complète de la fonclion complètement déterminée par une loi. 
Mais ce n'est pas une pareille loi qui distingue les nombres 
ritionnels des irrationnels. Car si grands qu'on prenne les 
dénominateurs rationnels, il reste toujours entre les deux 
espèces de nombres unelacunequ'on ne peut combler. Ce sont, 
au conlraire,des fonctions complètes que ces séries choisies par 
l'Empiriste (art. 37,8), qui représentent des fonctions anorthoï- 
des ou des fondions de caractère anorlhoïde, parce qu'elles 
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ne font aucune différence entre les valeurs d'argument, pour 
lesquelles les valeurs de fonction sont h déterminer. Los 
points en nombre infini correspondant aux valeurs en 
nombre inliiii de l'argument sont Vêquiva'ent géométrique 
de ces fonctions. Je ne dis pas l'image, parce qu'il y a dans cet 
équivalent quelque cbose de non re présentable, rinflnimenl 
petit. Prenons une loi anorlhoïde, une loi qui, par exemple, 
donne à la fonction dos points singuliers dans tout intervalle 
si petit qu'il soit, comme cela peut arriver si les maxima et 
minima se présentent h des instants indéfiniment voisins, et 
demandons- nous, au point de vue idéaliste : Que sera la 
distance de deux points singuliers voisins ? Gomme je l'ai déjà 
suffisamment montré, il serait faux de répondre. qu'elle a une 
petitesse illimitée, car ce mot se rapporte îi la représentation 
que nous nous formons et non pas auï distances existant réel- 
lement en dehors de nous. Les distances des points singuliers 
sont infiniment petites. 

Ainsi, l'équivalent géométrique des fonctions anorthoïdes 
esl , en quelque aorte, la réprésentation de l'inûniment petit. 

Pour l'Idéaliste conséquent qui, autant que c'est possible, 
pose comme fondement l'essence des choses supposées indé- 
pendante de l'existence de cerveaux humains, qui, par suite, 
termine nettement par l'inflni les suites de représentations de 
l'arbitraire ou del'illîmité dans le grand, le petit, l'exact, etc., 
la fonction anorlhoïde engendre avec une logique inflexible 
l'infiniment petit. Qu'il ne s'en tienne pas là, et qu'il remonte 
& la véritable origine du concept de l'infiniment petit, il sera 
aussitôt conduit à la marche suivie dans le système idéaliste 
où l'infiniment petit naît déjà de la question sur les différences 
des longueurs possibles au-dessous d'une longueur donnée. 
Au contraire l'Empiriste ou celui qui ne se casse pas la tête 
sur les concepts fondamentaux de l'analyse, n'apprendra par 
ces tonctions que ceci , c'est que le concept do fonction a atteint 
son dernier degré de développement. 

Les Idéalistes s'éteindroot-t-ils un jour ? — je ne le crains 
pas. Comme Idéaliste j'ai sûrement une avance sur l'Empiriste, 
Quand je tiens mon système pour exact, je n'ai pas besoin de 
considérer le sien comme faux. Si l'EmpirisIe aiguise la diffé- 
rence de nos représentations initiales jusqu'à l'opposition de 
«l'exact parfait et de l'exact à volonté» je ne peux que me 
réjouir de le voir atteindre avec l'exact à volonté, au même 
point que moi avec mon e.xact parfait, car, chaque fois qu'il 
parvient avec son exactitude approchée à établir les fondements 
de l'analyse, mon hypothèse initiale de l'exactitude parfaite 
trouve un appui dans ses résultats. Que l'Empiriste ait en 
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oulre sur certains points plus besoin que moi d'explications 
détaillées, pour arriver par sa méthode aux théories fonda- 
mentales de l'analyse, je ne veux pas interpréter ce fait en ma 
faveur. Car c'est d abord le contraire qui a lieu quand il s'agit de 
poser le problème de la recherche du concept de limite, qui 
conduit au principe général de coQVefgence et de divergence. 
Ce sont ici les preuves idéalistes qui sontles plus compliquées 
parceque prises au fond, elles exigent plus que celles de 
l'Empiriste, à savoir; l'exactitude parfaite. Mais c'est ensuite 
un pnénomène fréquent que des idées simples en apparence 
Lrès lumineuses, qui dans une connaissance superflcielle, sem- 
blent être le principe ordonnateur de tout un domaine scien- 
tifique, se montrent tout-à-fait insufQsantes quand on pénètre 
plus avant et doivent finalement s'effacer devant une théorie 
pénible, complexe, mais dès ce momenl seulement tout-à-fait 
satisfaisante. 

Pour d'autres raisons, je ne crois pas au tableau que 
l'Empiriste a fait de l'avenir. Il exige de la science quelque 
chose de contradictoire avec sa propre essence. 11 serait bien 
possible qu'au sein de la science se produisit une doctrine 
qui fit comme un dogme officiel de la devise favorite de 
l'Empiriste : « de reprêsenlation en représention seulemeni 1 » 
comme il y a au sein des religions des théologies prétendues 
orthodoxes, les théologiens rendant pourtant hommage aux 
vues les plus différentes. Mais la science, c'esl-à-dire l'en- 
semble de tous les efforts que fait l'homme poussé par sa soif 
de connaître, ne rejette que ce qui est manifestement faux. La 
libre recherche ne s'arrête qu'en présence de la vérité absolu- 
ment nette, et ne renonce à s'occuper que de problèmes dont 
il est démontré qu'ils sont dépourvus de sens, comme le 
perpetuum mobile. Ce qui engendre l'Idéalisme, le désir ardent 
de dépasser les limites de ce qui est aujourdhui représenlable, 
ne peut pas être condamné parla science, tant qu'on n'a pas 
tracé les limites nécessaires des recherches humaines. 

Ces limites existent-elles, noire besoin d'expansion altein- 
dra-t-il jamais des bornes? A l'égard de la chaîne immense 
des objets de recherche encore nouveaux, (|ui se perdent 
dans le lointain du proLlÈme psychique, je pourrais douter 
que l'humanité ait le temps de remplir sa tâche, mais non 
pas qu'elle reste essentiellement fidèle à ses aspirations 
idéales. 

Dans la manière de voir des mathématiciens d'aujourd'hui 
je ne peux découvrir aucun parti pris, certainement pas en tous 
cas contre les représentations idéales. Si on peut dire en 
général que c'était l'instinct critique de l'époque encyclopé- 
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diste (*) qui corrigeait Ifis erreufs des lemps de Leibniz et 
.d'Eulôf , ces aspiralions n'ont pas abouti à une épuration 
déflnitive des représentations fondamentales mathématiques. 
Sans doute, ce qui domine aujourd'liuî, provoqué par l'exemple 
des grands mathématicien a de ce siècle, c'est le besoin de 
rigueur dans les démonstrations et de fondement solide des 
théories au goût des mathématiciens ; seulemeotjon ne voit pas 
trace d'efforts poussés jusqu'à la séparation systématique des 
hypothèses empirisle et idéaliste. Ce que i'Empiriste pourrait 
dire dans ce sens, la détermination du concept de la différen- 
tielle dans quelques nouveaux travaux, n'a élé écrit qu'en vue 
d'une certaine répugnance h l'égard de l'infiniment petit. Au 
contraire l'inflniment grand joue en géométrie un l'oie plus 
important que jamais. Les nouvelles recherches les plus pro- 
fondes sur les concepts fondamentaux, commecelui del'espaco, 
conviennent aussi bien & l'Idéalisme et à l'Empirisme, et cette 
opposition ne les a provoqués ni influencés. 



Du moina d'Alembert, le mathématicien de l'Encyclopédie, dans 
quelques pages, dirigées contro le jeune Lagrange, de son opuscule ;iur 
la sommation des séries divergentes a opposé des vues tout-à-fait 
modernes à celles d'EuIer sur la convergence, 
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CHAPITRE II 



Coosidéralions linalcs sur l'IJéalisme et rËiapirisnic 
et sur le coQcepl de limite 



40. — Rapport de l'opposition de l'Idéaliste et de l'Empiriste 
à l'idée qu'on s'est faite jusqii'ict des concepts analytiques fon- 
damentaux. — Je lefraine là les plaidoyers de rifléaliste el. de 
l'EmpirisLe. Mon buliUa.il, en recherchant l'origine cachée des 
deux Fot'Kiesde pensée généralement répandues, mais fréqueni- 
ment mêlées, de pouvoii' suivre chacune d'elles eL avec soin 
depuis son origine .jusqu'à ses dernières conséquences. Que le 
lecteur s'imagine donc sous les flgures de l'Idéaliste et de 
rËmpirisle, telles que j'ai taché de les lui présenter, des hom- 
mes raisonnant avec une précision et une logique égales mais 
surtout ne reculant devant aucune conséquence de leur raison- 
nement. En réalité, les théories pures prêchées par eux n'ont 
guère Irouvé ni dans le passé ni dans le présent un seul 
adepte conscient et parfaitement conséquent. Les études qui 
ne remontaient pas aux perceptions et 6 la formation élémen- 
taire des concepts, el qui prenaient au contraire pour base, 
sans aucun examen, le système de concepts commun aux 
hommes, tel qu'il s'offre avec son mélange de représentations 
"réelles et verbales, ont fait naître des opmions, des interpré- 
tations, des concepts fondamentaux, éclectiques ou mieux , 
accommodés aux circonstances, — mais non pas une théorie. — 
Dans le cas le plus favorable, des inluilions intermédiaires se 
substituaient à l'indécision de Leibniz, sans avoir la précision 
ni la sûreté de ces systèmes principaux. Je ne pense pas 
qu'après avoir lu attentivement les pages précédentes personne 
soit embarrassé pour connaître dans un cas donné ia manière 
de voir soit de l'Idéaliste soit de l'Empiriste. Au contraire, il 
est impossible de deviner quels seront dans les mêmes cir- 
constances les jugemenls du pariisan de .systèmes intermé- 
diaires. 
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Ainsi se monlre Jusqu'à ce jour dans les intuilions fonda- 
mentales une confusion qui règne et qui régnera toujours 
taul qu'un principe ordonnateur d'un domaine de pensi5e n'est 
pas découvert. Qu'on doive le chercher dans la double forme 
de l'inluition du monde, — cela psutn'avoir pas été remarqué, 
parcequ'ordioairement on ne tient pour exacte qu'une seule 
manière de voir, el naturellement c'est la sienne. L'un regarde 
la ligne continue comme formée de points, pour l'autre cola 
est ahsurde. Te' ne voudra pas entendre parler de l'infiniment 
petit, tel autre le rangera tout de suite parmi ses hypothèses. 
Un jugement impartial, une volonté sérieuse, pour arriver à 
xine çlem& c\arlé doivent nécessairement conduire à l'opposi- 
tion des hypothèses idéaliste et empiriste.Ce seront dansle désor- 
dre des opinions accidentaltes comme deux drapeaux qui se dres - 
seront pour grouper auprès d'eux tôt ou lard la plupartdes pen- 
seurs. Peut-être aussi verra-l-oo l'emporter un jour le nombre 
des indécis ou de ceux qui, par peur d'agiter dépareilles ques- 
tions, laissent de côté ces problèmes — par une sorte de sacri- 
lioium inlellectus : Mais les inconséquents, qui forment aujour- 
d'hui une immense majorité ne se trouveront plus un jour que 
parmi les ignorants, 

41. —Le mode d'exposition fleairfl de la théorie des fonc- 
tions. — Est-il possible à un parti intermédiaire de ne se ran- 
ger h aucune des deux intuitions fondamentales, et quel sera 
son langage ? Nous traiterons tout de suite celte question 
importante. Maintenant que nous avons développé les deux 
intuitions fondamentales logiquement possibles, nous aurons à 
poursuivre ce principe critique à travers les concepts élémen- 
taires de la théorie des fonctions, aussi loin que cela paraîtra 
important, en toutcas, au-delà des indications nécessairement 
brèves de l'Idéaliste et de l'Empiriste. Noire but essentiel est 
en cela l'exposition exacte des principes fondamentaux de l'ana- 
lyse dont quelques syllogismes et résultats seulement sont 
soumis à la critique idéaliste-empiriste. Quel mode d'exposi- 
tion allons-nous choisir à notre tour, maintenant que nous nous 
proposons de prendre la parole nous-mêmes ? L'abîme qui 
sépare les intuitions de l'Idéaliste et de l'Empiriste existe 
réellement. Il est trop profond et trop vaste pour pouvoir être 
comblé par des concessions réciproques. Les contre-proposi- 
Lions sont absolument inconciliables. Or, si on a pénétré par la 
pensée dans les deux formes d'intuition de façon à s'approprier 
leurs conclusions respectives, on souhaitR de voiries théories 
fondamentales de l'analyse développées el exposées aussi 
d'une' manière logique & l'aide des deux intuitions. On pour- 
rait demander que le titre de calcul infinitésimal fût accompa- 
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gné de cet, avertissement « d'après les principes idéalistes ou 
empirisles » et s'attendre à ce que la suite de cet ouvrage en 
donne un premier exemple. 

Noua crayons pouvoir ofl'rir quelque chose de plus satis- 
faisant. Les principes généraux, d'après lesquels un chapitre 
de îa théorie des fonctions doit être rédigé à la manière de 
l'Idéaliste ou de l'Empiriste, sont complètement mis au net, et 
nous aurions maintenant à en rnootrer l'application dans les 
cas particuliers. 

Il nous laudrait donc nous décider en faveur d'un des deux 
sysièmes et nous efforcer de gagner le lecteur pour le système 
que nous aurions choisi. Mais le fait est que nous nous savons 
hors d'état d'assurer la victoire h l'une des intuitions fonda- 
mentaJea ; elles sont à nos yeux également autorisées à servir 
de base à la science, Noos aimenons donc mieux, même si 
nous nous étions décidé pour l'un des deux systèmes, donner 
à notre exposition, si c'est possible, une forme qui contentât h 
la fois l'Idéaliste et l'Empiriste. Il faudrait d'ailleurs qu'elle 
suffît alors au besoin de rigueur du lecteur qui ne possède le 
concept de grandeur qu'à son premier degré d'abstraction. 
Mais par quelle espèce d'exposition y parviendrons-nous? A 
cette question, il n'y a qu'une réponse. 

Puisqu'un mode d exposition convenant h la fois aux 
conceptions idéaliste et empiriste n'est pas possible, il en faut 
chercher un qui ne se compose que de ce qui ne contredit 
aucune des deux manières de voir. Cela impose à l'exposition 
neutre les restrictions suivantes : 

Doivent être mis hors d'usage tous les concepts qui ne 
répondent qu'à une des deux intuitions fondamentales. Ainsi 
d'abord toute la métaphysique idéaliste, l'infmiment grand et 
l'infiniment petit, et ce qu'une étude plus profonde nous révèle 
comme étant une fiction idéaliste. Nous devons, pour éviter 
îes protestations de l'Empiriste ne pas quitter le domaine du 
re présentable. Nous userons de l'idée empiriste de l'exact à 
volonté, comme des Actions idéalistes ; l'exposition neutre la 
laissera de côté. Au contraire nous appliquerons les concepts 
tels que grandeur, valeur, longueur, étendue, intervalle, 
comme ferait l'Idéaliste. L'Empiriste peut être tranquille parce 
que ces expressions contiennent implioitemeal la double inter- 
prétation. 

Je me servirai donc, en me conformant à ces restrictions, 
du langage purement empiriste ('). Il a l'avantage de n'être 
jamais contestable puisqu'il n'emploie pas les expressions 



(*) Excepté dans le dernier art. du ciajj. V. 
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clésignanL d'autres concepts que ceux qui sont abstraits des 
porcepUons ou qui peuvent s'y ramener. Les périphrases qui 
doivent se présenter ça et là à la place des désignations brèves 
de l'Idéaliste semblent bien donner au langage quelque cbose 
de traînant, mais il pourra ôtre intéressant d'apprendre h 
connaître une théorie, où l'opposition des deux intuitions fon- 
damentales joue un rôle si important, dans un langage débar- 
rassé de tous les idéaux. 

Quant à ce qui concerne au contraire le développement 
logique d'une pareille théorie et de ses démonstrations, il 
devra être fait ii la manière idéaliste, puisque nous n'excluons 
pas la représentation de grandeur idéaliste, quand nous par- 
lons de valeurs. Il faudra, en effet, des preuves donnantsatis- 
laction à l'Idéaliste qui croit à l'exact absolu, suffisant à fortiori 
à l'Empiriste qui ne parle dans les rapports de grandeur que 
d'un exact à volonté. 

Ainsi donc : langage empiriste, preuves idéalistes. 

42. — Vue d'ensemble sur la suite de notre étude. — Cette 
devise entre en vigueur dans le dernier article de ce chapitre, 

2 ui traite des limites des suites de quantités discontinues, et 
ans les trois chapitres suivants sur l'argument, la fonction, 
et la marche finale des fonctions. Dans la détermination de 
son concept d'argument, l'Empiriste s'esi déjà heurté à une 
difficulté qu'il a. en vérité, facilement aplanie. En pénétrant dans 
la nature de l'argument, l'esprit neutre voit avec clarté que 
précisément ici le dualisme des deux intuitions a une efficacité 
énorme s'élendant à des questions scientifiques qui jusqu'ici ne 
faisaient pas soupçonner des considérations remontant aussi 
loin. Naturellement l'opposition de l'argument de l'Idéaliste et 
de l'Empiriste domine aussi le concept de fonction dont nous 
pouvons maintenant seulement épuiser le contenu. Chemin 
faisant nous ne passerons pas sous silence ce qui se trouvera 
sur notre route des principes fondamentaux essentiels de !a 
théorie générale des fonctions. La a marche finale des fonc- 
tions » pour les valeurs indéfiniment croissantes de l'argument 
sera enfin soumise à une analyse scrupuleuse. A la théorie de 
cette marche finale appartient le principe général de conver- 
gence et de divergence, et en le discutant nous mettrons la 
dernière main au concept de limite. 

Si nous jetons un regard sur le chemin parcouru et sur celui 
qu'il nous reste à parcourir, nous voyons que notre objet 
essentiel a été jusqu'à présent le concept de grandeur, pour la 
délimitalion précise duquel nous avons considéré la limite de 
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- 131 - 

la fraciioQ décimale comme cas simple du concept de limite ; 
désormais le concept de limite lui-môme viendra au premier 
plan. Avec les derniers articles de ce chapitre et les chapitres 
suivants dont nous venons d'esquisser rapidement le contenu, 
nous mettons le pied sur le sol mathématique. 

Il reste donc encore une lacune à combler dans cette étude 
sur les premiers concepts de la pensée exacte. Gomme nous 
l'avons fait pour le concept de grandeur, il faut aussi que par 
rapport au concept de limite nous lâchions de remonter à son 
oncine et de fixer son contenu naturel. L'étude de l'origine 
pronlable d'un si puissant domaine de pensée, de son étape 
naïve et de son étape scientifique, de sa Paléogénêse, comme 
on pourrait dire d'un mot, présente un grand charme. Mais ce 
qui nous remplit d'une profonde satisfaction, c'est la nettelé 
et la traaaparence qu'acquiert le concept , lorsque par le 
concours des perceptions dont il dérive, H naît pour ainsi dire 
sous nos yeux. 

43. — Premier degré de développement du concept de limite. 
— La Paléogénêse du concept de limite est semblable en 
général h celle du concept de grandeur; cependant elle a son 
individualité et ce n'est qu'au terme supérieur de son dévelop- 
pement que les deux concepts se rejoignent. Voici en résumé 
comment nous avons fait naître le concept de grandeur. 

Nous avons commencé par distinguer le concept de grandeur 
linéaire comme fondement de la comparaison exacte et des 
CiOmbinaisons mathématiques. Ce concept de grandeur linéaire 
lui-môme offre au premier coup d'oaû deux degrés d'abstraction : 
tout d'abord, c'est la représentation de grandeur naïve, puis il 
s'en forme une, affinée par la science de la mesure, et_s'adaptant 
aux fins d'une comparaison savante. 

Seulement s'il sufflt dans la plupart des recherches sur les 
concepts d'avoir décrit ces deux degrés de développement qui 
sont sans doute à disti:iguer pour tous les concepts fondamen- 
taux devenus utiles àlascience. le concept de grandeur apprend 
qu'il ne faut pas s'en tenir là. U s'y joint, en effet, une certaine 
suite fermée de représentations, qui y est liée d'une façon 
inséparable, ce qui fait que l'étude de ce concept nous fait 
remonter aux premières perceptions et à notre processus intel- 
lectuel. U s'agit de la réunion non pas d'un certain nombre de 
quantités en une seule, mais d'un ensemble illimité de quantités 
de plus en plus petites, également en une seule, — qui donne 
ce qu'on appelle la limite, — bref c'est le concept délimite, ou 
au moins c'en est une partie. 

Pour compléter le concept de grandeur au sens du concept 
de limite, et réunir les deux formes de pensée en une seule 
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rigoureuse, il faut faire atteindre à l'abstraction i 
degré, celui qui appartient h la théorie de la connaissance, — 
C'est ce qui a eu lieu dans le débat de l'Idéaliste et de l'Empi- 
riste. Mais, du môme coup, la métaphysique du concept de 
limite est évidemment épuisée, on mieux, par l'étude psycho- 
logique du concept de limite, qui santé par-dessus les premières 
étapes de ce concept, l'eiamen du concept de grandeur se 
trouve terminé. En tous cas, nous pouvons regarder comme 
atteint par le concept de limite le degré où il appartient à la 
théorie de la connaissance, de sorte qu'il ae nous reste plus 
qu'à jeter un regard en arrière sur son origine. 

Ainsi donc, comme pour le concept de grandeur nous distin- 
guerons dans le développement d'une forme d'iutuition aussi 
générale qu'est le concept de limite, un degré primitif et un 
degré scientifique. La composition de ce concept est quelque 
chose de Irès-romarquable. 

C'est d'abord clairement un ensemble d'abstractions tirées 
du monde extérieur et du monde intérieur (ou psychique) des 
phénomènes. La limite est le terme conforme à l'expérience 
d'un phénomène dont la variation progressive n'a p^s de terme 
dans l'expression seusible ni dans la suite des représentations 
qu'engendre cette impression. L'obscurité de la nuit qui croit 
pendant assez longtemps est la limite de la clarté évanouis- 
sante du jour, celle-ci inversement est la limite de l'obscurité ■ 
qui s'en va L'arrêt final d'un pendule, le tarissement d'une 
source ; d'un autre côté, le grossissement maximum des eaux, 
la furie extrême de la tempête, le jour le plus long, la nuit la 
plus longue de l'année, bref la fin de toute variation à peine 
sensible qui semble se continuer sans fin et h perte de vue 
dans la représentation qu'elle suscite, mais qui pourtant d'après 
l'expérience finit par cesser complètement ou par atteindre son 
maximum, — vodà des exemples du processus de l'idée do 
limite, dont il est question. 

Ainsi donc, par ces perceptions élémentaires un phénimène 
psychique et un phénomène variable s'unissent réellement en 
une intuition. 

Cette suite d'idées est pleinement mise en lumière par le 
fameux sophisme de la philosophie grecque, dont toute la force 
réside dans la séparation des deux phénomènes. 

Je veux parler du raisonnement de Zenon suivant, lequel 
un objet qui possède un mouvemeut uniforme ne peut par- 
courir une étendue ; la flèche qu'on a lancée ne peut, pwr 
pie, atteindre la cible. (') 



Le raisonnejnant de Zéaon tel qu'il est généralement conue se 
rattache à la course qu'il fait faire à Achille et à la tortue. Dans le 
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La flèche décochée doit parcourir successivement la moitié, 
les trois quarts, les sept huitièmes, etc. — de la distance qui 
sépare le tireur de la cible. Si nombreuses que soient les 
portions de celte distance qu'elle a déjà franchies; elle en a 
toujours un nombre illimité clevant-elle ; mais puisqu'elle doit 
les avoir parcourues toutes pour atteindre le but, elle ne 
peut évidemment jamais l'atteindre. 

Ce sophisme peut-fttre roFuté de deux manières : On peut 
dire que le femps nécessaire pour parcourir les fractions 

d'étendue p 5:- -■ -diminue dans le môme rapport que ces 
fractions ; que, par suile, le nombre illimité de points de 
divisions -^^sera parcouru dans un temps fini. — Ou bien 
encore on objecte avec plus de justesse que le partage du 
chemin en portions de la forme „^ est une opération arbi- 
traire et que la flèche en réalité parcourt l'un après l'autre les 
quatre quarts ou les huit huitièmes, etc.. de son chemin, met- 
tant d'ailleurs des temps égaux parcourir les fractions égales. 
De ces points aussi peu éloignés qu'on veut les uns des autres 
le sophisme tire sans aucun fondement réel une série parti- 
culière. 

De telles objections sont bien contradictoires avec la 
conclusion du sophisme, mais elle ne l'éclairci.ssent pas, ello 
ne découvrent pas la faute du raisonnement. Celte faute so 
cache plus profondément. 

Le paradoxe dit bien que la flèche diïvant parcourir en 

réalité les points Ô' 7> o ' ' ' etc. ,indéflnimRnt, occupe Loujours 
dans noire représentation la même situation en lant qu'elle a 
encore devant elle un nombre illimité de points h parcourir. 
Dans ce fait rien ne peut jamais changer. Or, tout-à-coup, la 
flèche sort de cette suite de représentations, et, absolument 
sans transition, est fixée à là cible. 

C'est donc là qu'est le point laible, le paradoxe, c'est dans 
l'opposition que présentent d'une part une suile de représen- 
tations, qui par sa nature est illimitée, et par conséquent non 



problème de la fièche, Zenon traite un autre point. Bien que cet 
pas essentiel pour nous, observons que ces raisonnements ne soi 
l'origine donnés pour des sophismes, mais servent d'appui à 
snphie de Zenon. [ comparer Zeller — La philosophie des gre 
Elèates, traduit par Boutroux ). 
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seulement n'exige pas de teemo mais n'en possède aucun — et 
d'autre part, le fait matériel qui met fin à celte suite de 
représentations. 

Celte combioaiaon de représentations, dont la séparation 
prend la forme d'un sophisme, se fond par l'habitude en une 
seule forme d'intuition, sur laquelle on ne réfléchit pas, et qui 
appartient au système de réprésentations de mots, telle que 
limite, fin, terme etc. . , , absolument cjmme l'infini, l'exact, 
l'invariable de forme et d'autres représentations de limite, qui 
désignent des limites, non nécessatremeuL existantes dans le 
monde extérieur, de purs phénomènes de pensée, mais h 
l'existence desquelles nous concluons, parceque le monde des 
phénomènes réels nous a habitués aux limites. 

Mais, .jusqu'ici, il n'a été question qu'en partie du concept 
primitif de limite. Il vient s'y ajouter quelque chose. Nous 
connaissons aussi l'accroissement sans fin, la variation sans 
terme. Le mouvement en cercle peut n'être jamais arrêlé, 
l'alternance des saisons et la succession des étoiles semblent 
éternelles. Ainsi il nous faut encore admettre dans cette forme 
d'intuition la nature des variations qui comporte ou qui exige 
une limite. 

On ne s'attache pas à. trouver dans l'intuition de tous les 
hommes des déterminations exactes de cette nature de varia- 
tion. Pourtant le sentiment distingue des phénomènes tels que 
l'accroissement du temps de ceux où un certain maximum 
est atteint — comme la croissance d'un arbre: Bst modus in 
rébus, sunt certi denique fines. On pourra donc regarder com- 
me «ppartinant aussi au système de représentations de l'hom- 
me pi'imit'f, — quoique sous une forme moins précise, — ce 
principe que une quantité qui ne fait que croître ou décroître 
tend vers une limite,si elle ne varie pas au-delà de toutes limi- 
tes Le concept primilit de limite a donc en général le contenu 
(lue voici: Des phénomènes sans nombre consistent dans des 
variations que nous ne sommes pas en état de poursuivre 
jusqu'à leur fin, ni par la perception des sens, ni par la pen- 
sée; et pourtant ils ont une limite. Comment elle est attemte, 
notre représentation ne saurait le dire. — D'autres phéno- 
mènes, au contraire, n'ont pas de terme. 

Et deuxièmement : il y a dans la nature de la variation des 
conditions qui entraînent la nécessité de Sa limite pour le phé- 
nomène. 

Le concept de limite se décompose donc en deux parties 
essentielles : l'existence de la limite, puis la nature des condi- 
tions sous lesquelles une variation a une limite. 
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44. — Le concept scientifique de limite, — Le concept (|ui 
eal ainsi une abstraction primitive tirée aussi bien des percep- 
tions internes que du monde extérieur, va nous amener aux 
représentations engendrées absolumeat par le processus de la 
pensée, et ainsi naîtra le concept scientifique de limite. Il se 
rapporte tantôt à des limites de suites de valeurs indivi- 
duelles, comme c'était le cas le plus fréquent dans la mathé- 
matique des anciens, — (par exemple, dans les questions de la 
circonférence du cercle considérée comme limite de périmètres 
de polygones, et dans les quadratures d'Archimède) ; tantôt la 
limite est le terme de suites de valeurs continues, comme dans 
la question delà tangente,— limite de la sécante, et des 
nombreuses limites du calcul difîérentisl qui est sorti du pro- 
blème de la tangente. Mais dans la théorie abstraite des gran- 
deurs l'existence de la limite est toujours tirée simplement et 
sans discussion du concept primitif de limite. Ce qui est l'objet 
d'un problème soientilique, c'est seulement la nature des suites 
de q^uantités, qui comportent une limite, et il s'agit là de règles 
pratiques, du critériumde convergence des opérations infinies 
sous des hypothèses très restreintes, et non pas d'un principe 
général embrassant toutes les suites de quantités possibles. 

En désignant par suites asymplotiq^ues celles qui ont une 
valeur asymptotique, c'est-ù-dire une limite, et sans excepter 
le cas où la suite oscille autour de sa valeur asymptotique — 
nous pourrons déterminer comme il suit le contenu naturel du 
concept scientifique de limite. 

Il comprend l'idée de limite dans le sens où l'entendaient 
l'Idéaliste et l'Empiriste, c'est-à-dire les preuves qu'ont four- 
nies les deux intuitions fondamentales pour l'existence de la 
limite de suites asymptotiques aussi simples que possiblp, et 
en outre les conditions nécessaires pour qu'une suite donnée 
soit asymptotique. 

Ainsi compris le concept de limite n'était jusqu'ici pas 
encore à l'ordre du jour dans le problème que la inathémali- 
que moderne s'est, posé, et qui a pour objet d'assurer ses 
propres fondements : et ce n'étaii pas seulement la démons- 
tration de l'existence delà limite qui n'y figurait pas, il en 
était de même du théorème décisif sur !e caractère asymptoti- 
que d'une suite que j'ai appelée principe général de conver- 
gence et de divergence. On y avait si peu réfléchi que, en 1871, 
J'ai été obligé pour une démonstration d'éclaircir un cas par- 
ticulier du principe (à savoir que une série M,-i-Mj+.. converge 

si l'ensemble de Cauchy u^ + i*m ■^ i + +**ii f'îrifl toujours 

Vers zéro, wi et n croissant indélîniment.) (') 

(') Mon programme d'entrée à l'Uiiiversité fie Fribourg, p. 2. 
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Le conoepi soienliRque de limite est, donc complété au sens 
que nous avons indiqué par la démonstration que donne le 
chapitre Vdu principe général de convergence et de divergence. 
Nous bornerions là ces considérations générales sans le sou- 
venir de quelques difficultés qui ont une fois enrayé notre 
marche, et dont je vais faire mention pour finir, —pour qu'elles 
achèvent de donner une idée exacte de ces recherches sur les 
concepts. 

45. — Des limites de suites discontinues et continues. — 
Ayant reconnu que la limile ne possède pas l'évidence d'une 
perception directe, Je ne négligeai aucun moyen accessible 
pour en démontrer l'exislence. C'eût été vraisemblemcnl une 
découverte merveilleuse. Tout effort cependant fut vain, il ne 
me restait de cette première partie de mes recherches que les 
deus démonstrations de l'idéalisie (art. 21) avec leur réfuta- 
tion. — J'en déduisis que l'impossibilité de démontrer la limite 
pouvait seule donner le problème delà théorie critique de la 
connaissance , correspondant au 3" degré d'abstraction du 
concept de grandeur. 

A la vérité ce problème ne. résultait pas encore exclusive- 
ment de l'impossibilité de la démonstration de la limite. Je crus 
d'abord devoir chercher un passage à la limited'une cortaine 
nature toute simple, d'où les autres limites puissent se déduire 
par combinaison. Et ma recherche s'est trouvée arrêtée par 
cette opinion que la formation de la limite est un concept 
distinct suivant qu'elle procède de suites discontinues ou 
continues, de sorte que pour chacun des deux cas il faut 
trouver la forme simple fondamentale. Tout au plus la limite 
des suites discontinues serait à considérer comme impliquée 
dans celles des suites continues. Pour cette raison beaucoup 
de preuves qui s'offraient à moi pour l'existence de la limite 
des suites continues, sous l'hypothèse de la limite de la fraclion 
décimale, provoquèrent ma profonde méfiance. Mais alors, je 
fis cette observation : Si je voulais, sous l'hypothèse de la 
limite d'une certaine succession .continue, démontrer les théo- 
rèmes généraux, les démonstrations impliqueraient inévitable- 
ment, sous une forme quelconque, la suite de quantités 
discontinues. Celle ci était toujours là. Je m'appliquai finale- 
ment à coasidérer cette apparition comme une propriété de 
notre pensée, qui non seulement, comme on le sait, résout la 
continuité dans une variation s'cffectnant par sauts ('), mais 



(*} Dans les perceptions de la vue, le mouvement saccadé de la pru- 
nelle qui s'observe dans la contemplation d'un objet éfandu est un signe 
extérieur de cette propriété de la pensée, mentionnée dans le texte. I^es 
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encore fait naître la limite des phéQomèiies continns de point 
de repos discontinus de la pensée atleriLive. Gela est incontesta- 
blement en laveur d'une véritable uniformiiédes représentations 
sans fin. Car la limite, comme longueur diiterminée, ne peut 
être que la représentation finale, de même nature que les 
précédentes, d'une suite de longueurs également déLerminées. 
J'ai dit(Introduction)que, une fois disparue toute obscurité 
sur la limite de la fractioo décimale, la voie serait ouverte et 
l'analyse serait maltresse chez elle. Cela signifie maintenant : 
le théorème sur l'existence d'une suite particulière discontinue, 
la fraction décimale, par exemple, doit suffire pour cju'on en 
déduise à l'aide de la mathématique ordinaire les principaux 
théorèmes, sur la fonction en général et le principe général de 
convergence et de divergence. D'après la remarque précédente 
cela ne peut pas nous étonner, elles chapitres suivants en 
donnent la preuve. Mais, comme ainsi la limite des suites 
discontinues demeurait seule indémontrable, je me trouvai 
placé directement en présence du troisième degré du concept 
de limite, celui qui appartient à la théorie de la connaissance. 
Le problème réduit il la limite de la i'raction décimale devait 
donc faire naître cette question : Si les quantités discontinues 
qui doivent avoir une limite en restent éternellement distinctes, 
comment peuvent-elles déterminer cette limite ? Quel rapport 
doit-on se représenter entre leurs valeurs isolées et leur limite. 
On ne peut s'en représenter aucun, et on tombe ainsi sur cette 
solution que, ou bien elles finissent par se mêler avec la limite 
en une représentation uniquOj (intuition empirisle); ou bien 
leur différence cesse d'appartenir au domaine de représenta- 
tions de l'homme (intuition idéaliste), ce qui résout le problème 
définitivement. 

La suite des idées que.j'ai tracée convient aux applications, 
parcequ'elle a pourrésuttat un mode de démonstration uniforme 
pour les limites, qu'il s'agisse de variation continue ou de 
suite de valeurs discontinues. Les démonstrations se ramène- 
ront dans tous les cas h la formation de la limite de valeurs 



autres seEs uous effrent quelque cliose Je semblabte. Dans io sou varia- 
ble de la sirèueje distingue toujoui's des sons qui restent les mâmes un 
certain temps et qui, selon toute vraisemblance, se fixent dans notre 
cerveau pendant quelques instants, nous empêchant alors de saisir ta 
variation de son. Notre attention qui se réveille subitement et là faljg:ue 
At notre attention qui se reproduit périodique raout font dominer pendant 
un certain temps les impressions reçues et donnent ainsi naissance à la 
discontinuité de la perception. Cette discontinuité est peuf^tro la cause 
physiologique de notre penchant à résoudre le continu en variations 
brusques. 
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discontinues, et de suites aussi simples que possible, comme 
le sont les fractions décimales. Ainsi prend naissanoc; une mé- 
thode de démonstralion permettant de fréquentes applications 
que je nomme constructions numériques. Nous allons, dans 
laHicle suivant, appuyer ce qui précède par des exempîse, après 
avoir résumé les résultats numériques de notre étude anté- 
rieure. 

46, — Compapaison des limites des suites de valeurs dlscon- 
tiuues. — I. A l'égard de la limite de la fraclion décimale, le 
résultat de l'étude précédente est le suivant : 

Si on pose 

a;„ — 0, «1 «2 . , . a,, , «j, =: 0,1, 2....0 
il existe toujours une quantité ic de telle nature que x — x„- , 
pour des valeurs suffisamment grandes de n, reste au-dessous 
d'une valeur choisie aussi petite qu'on veut. 

Nous écrivons : 

tx— Um„_,^{n, %, a.^ .. .K„ ) — 0, Hj Ka ... 
et l'on a 

a^-a-,, — 0,0.. .a,,^,«j,4.î...< 10-'' 
si tous les (X, à partir de «„ 4. 1, ne sont pas des 9 ; — on aurait : 

ce-w„ =ziO-". 
si tous les chiffres étaient des 9. 

Nous pouvons imaginer la Um. a; à la manière de l'Idéa- 
liste ou de l'Bmpiriste, sans que cela ait aucune influence sur 
la marche et les résultats de nos recherches analytiques. Aussi 
lEtissei'ons-nous de cOté cette différence, excepté là ou il est 
précisément question d'elle.Il faut ensuite remarquer que si dans 
les applications dp ce théorèraeonlïiit intervenir tôt ou tard une 
loi déterminant la suite des «, cette hypothèse n'est nullement 
nécessaire pour la validité générale des preuves fondées sur 
l'existence de la limite de la fraction décimale. Pour l'Empi- 
riste cela tient à ce qu'il suffit que les œ puissent être donnés 
indéfiniment, pour que la détermination de la limite soit aussi 
exacte que l'on veut. Pour l'Idéaliste, cela tient à ce que si 
réellement la suite des « était sans loi jusqu'à l'infini.'sa 
limite existerait tout de même au sens idéaliste. 

La question relative à l'essence du nombre irrationnel et h 
son rapport au nomhre rationnel pourrait être également réso- 
lue par ce théorème. Pour résumer la marche de nos idées; 
autant qu'elle a trait à la représentation dos quantités irration- 
nelles, rappelons que le nombre, c'est-à-dire le nombre ration- 
nel, est aux parties correspondante.=î de l'étendue unité (prise 
pour type des quantités linéaires} ce que le mot est h un 
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coQcept ou à une représentation. Mais ii en est aussi de 
même des irrationnelles qu'on doit tenir pour équivalentes 
à la formule d'après laquelle se fait, leur développement. Or 
donc, h cette formule aussi correspond une longueur limite, 
comme au nombre une fraction rationnelle de l'unité. 

L'irrationnelle est ainsi comme le nombre rationnel une 
quantité mathématique linéaire, et la différence entre les deux 
consiste en ce que le nombre irrationnel est une longueur 
limite de nombres rationnels, de sorte qu'il y a entre eux un 
passage à la limite. Seulement cela, n'entraîne pas une diffé- 
rence essentielle, Car notre représentation de longueurs 
rationnelles et irrationnelles est de môme nature, — aussi 
bien pour l'Idéaliste que pour l'Empiriste. Ce sont des mor- 
ceaux quelconques d'une quantité mathématique linéaire. Rien 
ne les distingue donc, que leur détermination numérique, 
c'est-à-dire leur origine acoidentelle . Je dis accidentelle, 
parceque des détermin.itions de ce genre devraient faire paraî- 
tre des espèces innombrables de longueurs irrationnelles 
comme différant de nature autant que diffèrent les longueurs 
rationnelles des irrationnelles. Ainsi des longueurs peuvent 
être rationnelles ou irrationnelles par rapport à des longueurs 
données comme irrationnelles, elles peuvent être, par exem- 
ple, des longueurs limites d'une suite de longueurs irration- 
nelles, et ainsi de suite. L'unique différence réellement 
essejifte^fe, qu'on puisse imaginer dans la détermination numéri- 
que d'une grandeur, concerne l'absence de loi ou la confor- 
mité à une loi pour les suites des nombres. Les suites sans 
loi, quand on les accepte comme possibles avec l'Idéaliste, 
sont en vérilé franchement irrationnelles, seulement elles ne 
constituent qu'un cas limite du concept de l'irrationnalité. 
Nous aurons souvent affaire dans cet ouvrage aux différents 
modes de détermination numérique des irrationnelles mais le 
concept de nombre me semble complètement mis au net par 
ce qui précède, et nous ne nous en occuperons plus. 

IL — J'ai montre dans l'article précédent que le concept de 
limite se rattache par sa nature aux suites de nombres, c'est- 
à-dire aux suites de quantités discontinues, c'est pourquoi 
non-seulement toute limite, comme c'est facile à montrer, peut 
s'exprimer comme limite do suites de nombres, mais encore 
la démonstration des limites hypothétiques de phénomènes 
continus dans les théorèmes élémentaires de la théorie des 
fonctions, se fait toujours vraisemblablement par la coîisirMc- 
tion numérique, comraa \' Kl nommé cette méthode. Si nous 
possédons une espèce de suites de nombres, dont on puisse 
prouver qu'elle s'approche de toute limite possible, la démons- 
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traiion spéciale de l'existence des limites devra pouvoir se 
faire en ramenaol les suites de valeurs qui doivent posséder 
une limite aux suites de nombres de l'espèce considérée. 
Notre lâche sera donc lout d'abord de rechercher, parmi toutes 
les espèces de suites de ce genre, celle qui est aussi intuitive, 
aussi familière que possible. Par rétablissement d'une 
pareille espèce de suites fournissant toute limite, nous serons 
rameués en réalité à la forme la plus simple et présentant le 
plus petit nombre de cas particuliers, à laquelle l'axiome idéa- 
liste sur l'existence des limites puisse se rattacher, 

11 s'offre h. nous tout d'abord la suite la plus générale de 
fractions rationnelles non décroissantes, h dénominateurs 
croissants. 



où 3, <n,, Sa <»2 , etc. . «. < «^ < ■ • ■ . ;p 4; ;ï; Â • ■ • 
C'est une suite d'étendues ne variant que pour croître et 
toujours intérieures à l'unilé, qui, d'après leur mode de for- 
mation, à parlip d'une valeur suffisamment grande n^,, ne peu- 
vent augmenter que de quantités dont la petitesse est choisie 
à notre gr6. Cette sorte d'accroissement est, eu vérité, assez 
aisée à montrer, mais elle ne saute pourfant pas aux yeux 
sans explication, de sorte que la suite susdite doit céder le piis 
à d'autres plus simples encore. 

Si les dénominateurs wi , «^ , forment une série géométri- 
que telle que l'unité soit divisée en n, parties, chacune de ces 
parties le soit ensuite en ni parties et ainsi de suite, il existe 
une série très nette de nombres, dans laquelle la venue do la 
limite atteint le plus haut degré d'évidence intuitive. 

D'abord toute longueur (ou limite) peut être regardée 
comme limite d'une pareille suite. Posons «i =: a et sup- 
posons donnée la longueur i < 1 ; il existe alors un nombre 

entier «, < a tel qu'on ait— ^ L _< ^ i- X — . n y a ensuite un 
nombre entier kj < a, lel que ^- < L ~ — < ^ "]" eto , , 

rence L — /_i--}--|--l-...j.-ïï_l a donc la limite ;féro. Gela 
\a. ' tx.' ' ' a'' / 

gaule surtout au yeux si on suit ce raisonnement sur une Itgure. 
Ain.si donc si une opération i^x) a une limite y <i, celle-ci 
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doHauasi pouvoir être regardt5e comme /im( — -| — 5-4-..,^ — ^ V 

Il s'agit eiicora de aavoii quel est le choix le plus convenable 
qu'il faut faire d'is a. Supposons a =r2; nous obtenons alors la 
suite de nombres la plus sommaire, A l'égard de son image 
géométrique, que peut-il y avoir de plus simple que de diviser 
sans cesse par 2? Les quantités «1 , aa ,.,. ne pouvant ôtre 
que Ou 1 sont les plus petites possible, de sorte quo l'axiome 
appliqué à la forme 






se rapportera aussi au plus petit nombre possible de séries. 
Ce sont là incontestablement de grands avantages du système 
de numération dyadique — qui tenait tant i cœur à Leibniz, 
et on s'en servira toujours volontiers dans les leçons au tableau 
à cause de sa simplicité intuitive. Mais, dans une exposition 
écrite, il pourrait être plus convenable de prendre arz 10, c'est- 
ft.-dire d appliquer, comme nous l'avons fait jusqu'ici, le 
système décimal, qui éveille en nous des représentations 
arithmétiques bien plus familières que le système dyadique. 

111. - Pour terminer, donnons comme exemple de cons- 
truction numérique la preuve de la limite d'une suite discon- 
tinue de quantités no variant que dans le sens de l'accroissement, 
mais n'augmentant pas indéfiniment ; c'est un des cas les plus 
importants et le plus souvent utiiisés dans les démonstrations 
de la ttiéorie des fonctions. SoiL donc : 

£C < w < X 

1 =: 2 = 3 

ces quantités x devant rester inférieures h une valeur déter- 
minée, sans ètra jamais toutes égafes — h partir de quelque 
rang que ce soit. 

Soit d'abord a„ -|- 1 le plus petit nombre entier que ne 
dépassent pas les quantités x, , œj ;,... Elles doivent alors 
finir par dépasser «0 ; désignons par ^0 le premier des œ^ qui 
remplit la condition 

Ko < 5, < ^„ < 1 
tous les aîp > So satisfont de même h cette inégalité. 

Soit ensuite «1 + 1, où «, < «, le plus petit nombre de 

fractions - de l'unité, qui n'est pas dépassé par les quantités 

de !a suile iCi — «o , aii — «u ,,.. Ces différences, qui d'après la 
première hypothèse Unissent par êlre positives, devront finir 
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par dépasser — . Désignons par 5i — no la première de ces 
différences qui remplit la condition 

nous écrivons, en nous conformant aux règles ordinaires de 
numération écrite, 

«= , ^1 < ^i < "... «, + 1 

Tous les x,, > Il satisferont de même à cette inégalité . 

Soit en troisième lieu «j + 1, où tca < a, le plus petit nom- 
bre de fractions — de—' c'esi-à-dire de fractions -j- de 

l'unité, qui n'est pas dépassé par les quantités Xi — a„, a, , 
Xi-ai„, lii. .. Ces quantités, qui d'après la deuxième hypothèse 

finissent par Stre positives, finiront aussi par dépasser-§-. 

Désignons par îa — a^, ai la première de ces différences qui 
remplit la condition : 

3<-:,-..«><"-i±-' 

ou «,, Hi «î, <U < a„, et( as -|- 1 
Tous les 3;p > li satisferont de même à ces inégalités et 
ainsi de suite.... 

Je remarque que la preuve empiriste se trouve par îà 

achevée. Car la suite des «o;»^. ai;a„^ «i <xi- ayant une 

limite aussi exacte qu'on veul, (qu'on peut, pur exemple, sup- 
poser atteinte par«„, xi Kj ...«p) les ic ne djîpasseront pas 

de— la limite de la fraction «o^ «,„. ".„, Mais -y^ quand p 

augmente, peut-être rendu aussi petit qu'on veut ; donc les 
œ ont pour l'Empiriste une limite, qui ne peut dépasser d'une 
étendue donnée avec autant d'exactitude qu'on veut la limite 

de la fraction a„ , a, kj ; les œ et les o^o; «»,«!,■ etc. ont 

donc la même limite. 

L'Idéaliste a besoin de formuler plus exactement l'égalité 
des limites, de manière h montrer leur différence comme 
infiniment petite. 

La suite illimitée de quantités œ,, œj , , . . donne une déter- 
mination unique pour une suite de nombres également illimi- 
tée «„, «1, «2 ... . 
soit X =: «„ , «i «î ... in inf. 

Nous avons trouvé que pour toute valeur arbitraire de _p 
il existe un nombre r minimum pour lequel on ait 
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ao , a, «î , . . «j < x^ < Mu , Kl «s . . a^ + 1, 5 — r, J- +1 , . , . 
ou bien en diminuant le côté gauche et augmentanl le droit, tel 
que X- ^<a:, < J: + ~ 

qu'on fasse croître p mdéfini,iient, r croit aussi et par suite 3, 
au delà do toute limite, et la différence X — x^, qui est 

inférieure à — tombe au-dessous de toute borne, ou devient 

pour l'Idéaliste infiniment petite. 
Par suit*!, 

lim a^p ^: a„, Œi cc^ .... 2=: X 
Dans toutes les constructions oLimériquesIa preuve empiriste 
peut de cette façon être considérée comme complète, plus tôt 
que la preuve idéaliste, et il sufiira de l'avoir montré une fois. 

Le développement de la fraction décimale ao, a, a.^ ... est 
ce que nons entendons par construction numérique de lu limite 
lim a:^ = X. La propositioii établie ci-dessus est un cas parti- 
culier de la suivante, à laq'ielle elle sert de fondement. Si 
deux suites aii , i>h , ... et yi , i/î ■■■ sont de telle nature que 
leui'S différences a;,, — y^ restent au-dessous d'une petitesse 
arbitrairement choisie, quand p et q ont dépassé une valeur 
suffisamment grande, chacune des deux suites a udg limite, et 
les deux limites sont les mêmes. Cette proposition est de nou- 
veau comprise dans la quatrième du 3"'^ article, chap. V ; 
inutile donc d'en donner une démonstration particulière. 

Ainsi armés, entrons dans l'élude des concepts fondamen- 
taux analytiques plus restreints, de l'argument et de la 
fonction. 
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CHAPITRE m 



L'argument 



47.— Reiuarc[ues préliminaires et vue générale.— Pour 
l'Empirisle eL l'Idéaliste, une valeur particulière fie l'argument 
eat une longueur qui va d'un point initial fixe à un point Qnal 
arbitraire, longueur qui peut toujours s'exprimer en tonciion 
de l'unité de longueur, h l'aide d'un nombre au sens général, 
c'est- îi- dire à l'aide d'un nombre rationnel ou delà limite d'un 
pareil nombre. C'est pourquoi, au seuil de la théorie des 
fonctions, nous nous réservons la liberté d'imaginer l'argu- 
ment suivant ie besoio du moment, bu à volonté, soit comme 
extrémité de longueur, c'est-à-dire comme un point définissant 
une distance, soit comme un nombre, c'est-à-dire comme un 
rapport numérique à une unité de longueur. 

Bien que la représentation géométrique forme le sens 
primitif da l'argument, les opérations de l'analyse ont essen- 
tiellement affaire à sa détermination numérique, et on n'a pas 
besoin d'avoir toujours présente sa représentation première, 
La repréaenlalion de nombre se substitue à celle de lougueur, 
comme son signe, de même que dans la pensée le mot nous 
épargne de faire renaître des représentations réelles, processus 
que j'ai décrit en détail dans l'article 18. Si nous pouvons 
suivant notre naturel nous passer plus ou moins de la 
représentation de quantité, et entendru par argument une 
succession de déterminations numériques, il n'en eat pas moins 
vrai que la représentation géométrique fondamentale ne 
saurait être complètement mise do coté. Elle domine même le 
langage. Nous parlons d'une certaine étendue, sur laquelle 
sont distribuées les valeur^ d'argument caram^ points; Nous 
partageons les étendues en étendues partielles; nous construi- 
sons sur les points de ces étendues des valeurs de fonction, etc. 

Voilà pour la valeur d'argument isolée. 
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De môme là où il s'agit de la représentation simultanée 
d'une multitude de valeurs d'argucient isolées, les conceptions 
de l'Idéaliste et de l'Empiriste ne diffôrent pas essentiellement. 
Tous les deux se la représentent géométriquement comme une 
série dépeints isolés, aussi dense qu'on voudra, voire mémo 
indéfiniment dense; car la limite imposée par l'Empiriste h ce 
resserrement peut être reculée à volonté par raffinement de 
la représentation. Une diiïéreuco profonde au contraire règne 
entre leurs manières d'entendre l'ensemble de toutes les valeurs 
d'argument, qui sont possibles entre deux points, \s.panlachie 
complète, comme nous le nommerons tout-à-l'heure. 

L'étude des groupements possibles des valeurs d'argument 
sur l'étendue d'argument, de leur resserrement croissant, 
enfin do l'ensemble de suites de valeurs et de ses rapports h 
des ensembles de points plus pauvres : voila les éléments 
essentiels de la théorie de l'argument ^laquelle M. Cantor a 
incontestablement rendu de très grands services. 

Mes travaux sur la théorie générale des fonctions, c'est-à- 
dire sur des problèmes concernant l'intégralité et le domaine 
de validité des formules de représentation, m'ont fait, découvrir 
depuis longtemps des voies absolument analogues aux siennes. 
Pourtant je ne me suis occupé que de la distribution des points 
sur l'étendue d'argument et des méthodes d'exposition des 
nombres irralionaels , tandis que le concept de dénombrement 
joint h. la théorie de la puissance relative des divers ensembles 
de points appartient en propre ô M. Gantor. (*) 

Je compte dans la suite de cet ouvrage revenir sur la 
théorie de l'argument et sur de nouvelles méthodes d'engen- 
drer les irrationnelles dont il se compose, sans plus m'occuper 
de l'opposition des systèmes idéaliste et empiriste. Ici, après 
avoir développé le concept exact du partage de l'étendue 
d'argument, j'exposerai d abord la théorie de la répartition 
des poinis telle qu'elle s'est présentée à moi et avei, mes 
propres expressions (art. 19, Sqq ) (' ) et i ajouterai Ir pa t e 

(') Sur une propriété de l'enspn I le de t ta, les Vdie rs algél r que 
réelles — Voir Boni, Journ. to 77 — Coutr but oi à la theor e de 
ensembles Borch, Journ. tom 84, — Acta Mafh t 2 

(") Je m'estime d'autant plus f n )é présente cette tkeor e telle 
qu'elle s'est offerte à moi d'elle n eme ueo pai les besuini le U 
théorie des fonctions, que j'm déjà publ é ça et la ^uel | les fragments 
isolés et que Vbî communiqué par lettre à M Cantor la nécessite de la 
disposition générale de l'article 49 plus d un an a ant sa p ibl cat on 
(Leipz. Ann, X¥) je considère comme ma propriété, avec la triple division 

3ui en résulte, le concept général de pantachie des points et des éten- 
iies, qui n'est pas né de la spéculation, mais au contraire, s'adapte 
spécialement à la théorie des (onctions, et en résulte avec nécessité, 

10 
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qui s'y rapporte — de la théorie du dénombrement et de la 
puissance relative dos ensembles. Tout cela encore, sans me 
placer au point de vue essentiel de l'opposition des deux intui- 
tions fondamentales. La dernière parlie du chapitre a ensuite 
pour objet la séparation de la théorie en ses parties essentielles 
d'orig'ine idéaliste ei d'origine empiriste. 

48. — Partage de l'éteadue d'argument. — Qu'une valeur 
d'argument particulière signifie donc une longueur avec le 
point pour signe, ou bien un nombre, l'argument, considéré 
comme l'ensemble de toutes les valeurs qu'il représente, ne 
doit pas être identifié sans restriction à Une longueur arbitraire. 
Entre étendue d'argument et longueur il y a une différence qui 
lorme une partie essentielle du concept d'argument. Cette 
différence apparaît lors du partage de l'étendue d'argumenl. 

Une valeur particulière Xi peut partager les valeurs d'ar- 
gument de l'intervalle (0,1) des trois manières suivaules : 

0^ ^ ^ ^, et, a>, <,x <i 

0<x < X, et i», < a; < 1 

0< œ < ic, et iC, < 3: <i 

Ainsi donc, étant données deux formules dont l'une soit 
variable dans la première partie de l'intervalle (0,1), l'autre 
dans la deuxième, elles ne sont complètes que si Von indique 
en outre auquel des [rois cas elles s'appliquent et, dans le 
troisième cas, ce qui arrive pour le point isolé (d. 

Bien que ces trois cas du partage de l'argument s'accordent 
avec la conception habituelle d'un terme d'une limitation en 
tant qu'elles reviennent h l'inclusif et à l'exclusif ordinaire, ils 
cachent cependant une diiflculté spéciale, qui se réduit bien 
finalement à une question de définition, mais qu'il esl très 
utile d'avoir expressément aplanie. Cette difficulté prend nais- 
sance quand on considère ces trois modes de partage comme 
un procédé pour décomposer en parties l'étendue unité. Voici 
simplement ce qu'ils signifient : Des deux parties de l'étendue 
unJlé ou bien l'une ne possède pas de terme, du moins pas de 
ferme représentable, palpable, ou bien, il en est de même de 
la deuxième partie, ou bien enfin aucune des deux n'a de terme, 
en ce sens que le point qui devait le former est retranché des 
deux parties. Gela ne répond pas à notre représentation habi- 
biluelîe de parties dans laquelle les parties nous apparaissent 
de même nature que le tout, et n'en différent qu'en grandeur. 
Nous devons donc nous demander : Gomment n'imagine- t-on 
pas plutôt l'étendue unité partagée en étendues ? 
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0< a? ^ aj, ! jw, < a.' ^ 1 , au lieu de prendre dûs étendues 
avec une limite non représenlable ? Il faut répondre à cela 
que ce fait se produit dans un partage réel. Si on imagine les 
quantités linéaires réellement décomposées, ou donne nais- 
sance à des parties de m6me nature que le tout, comme c'est 
leur caractère, et ces parlies, au cas où l'étendue unité est 
l'objet partagé, seraient en effet délimitées d'après l'indicalion 



Notre procédé de partage donné précédemment ne s'appli- 
quait pas à la longueur en soi, mais &. la longueur en (ant 
qu'argument, à l'étendue d'argwment. Noos identifions bien 
une valeur d'argument isolée avec une longueur, mais une 
étendue d'argument désigne une suite de valeurs ordonnées 
tuivant leur grandeur, de telle façon qu'une quantité numéri- 
guement déterminée nepuisse se présenter qu'une fois, comme 
dans la série des nombres entiers chaque nombre ne se pré- 
sente qu'une fois. C'est cet élément essentiel du concept 
d'argument qui fournit avec nécessité ces partages sans terme 
représentable. Le sens net Pt clair est donc le suivant ; 

Le symbole 

désigne h gauche toutes longueurs plus pctiLes que xi, portées 
sur l'étendue unité à partir de zéro, et, en outre, la longueur 
xi elle-mSmo ; à droite, toutes les étendues supérieures h ce,, 
portées à partir de zéro. Le symbole : 

0<a!< an, ) X, <iK <1 

désigne à gauche toutes les étendues plus petites que œ, ; h 
droite l'étendue x, et les étendues supérieures. Enfin 

O^X < X,> iC, ! iB, <1B<1 

désigne à gauche les étendues inlérieures à ic, ; au milieu, Xi ; 
et à droite, tes étendues supérieures à iCi , 

Le mode d'intuition erapiriste, suivant lequel les longueurs 
sont formées de points, fournit une imago claire de ces suries 
d'extrémités des suites de valeurs d'argument. 

Si nous n'ajoutons aucune détermination pariiculière, on 
devra dans ce qui suit considérer une étendue ou un intervalle 
de l'argument comme impliquant les extrémités, et nous dési-- 
gnerons en général par {a, h) 

a<x<b 
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49. — La première et la pins générale distinctton entre les 
systèmes de points. — La répartition des points dans un inter- 
valle — nous supposerons toujours l'intervalle (0,1) — peut 
avant tout être de deux sortes : 

D'abord la détermination à laquelle est soumise une espèce 
de points peut être telle que toute portion de l'intervalle si 
petite qu'elle soit, contienne des points de cette espèce. Nous 
nommons une teile distribution de points pantaahique, de 
Travra/^, TcïvTtc^o^. Nous nommerons aussi pour abréger une 
distribution de points pantachiques — \m& pantachie . 

D'autre part la répétition des points peut être de telle 
nature que dans aucune portion de l'intervalle, si petite qu'elle 
soit, elle ne so\\, ;pantachique . Cette distribution de points devra 
s'appeler a/)aniarf!gi*e ou une apantachie. 

Ce sont là deux classes générales de distributions de points 
dont nous alîons nous occuper sur le champ. Observons pour- 
tant tout de suite qu'elles n'épuisent pas toutes les distributions 
de points possibles ; des répartitions de points peuvent n'être 
ni pantachiques ni apan tactiques, et ne pas se laisser décom- 
poser en un nombre fini d'étendues patanchiqucs et apanta- 
cbiques (voir plus loin la note, art. 51). 

Un exemple simple et particulièrement instructif de systè- 
mes de points pantachiques est donné par les déterminations 
de points dyadiques ou décadiques. Choisissons, pour que 
l'exemple soit plus intuitif, les points dyadiques, dont la défi- 
nition est : 

oii chacun des oi peut être zéro ou un, et oii n peut croître 
autant qu'on veut. Cette définition de Z est pantachique, 
parceque, étant donné un intervalle si petit qu'il soitn'importo 
oîi sur l'étendue unité, las a et les n peuvent toujours être 
déterminés de manière qu'un points? tombe dans cet iîiliirvalle. 
Si on lire ensuite de la définition dyadique la suivante : 

2=«m. = o„{|L+|l+...+|l) 

of] chacun des a peut-être zéro ou un, cette définition désigne 
alors l'ensemble de toutes les valeurs possibles entre zéro et 
un — puisque, (art. 46) — avec des suites de valeurs de la 

forme -i- ,-J- -\-^ , , . . . on approche autant qu'on veut de toute 
valeur comprise entre zéro et un. Si on veut regarder cet 
ensemble de toutes les valeurs possibles comme un système 
de points sur l'étendue unité, il est alors naturellement pan- 
tachique x«t' î^û/;>iu. 
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Quant aux systèmes apanlachiques, on en trouvera plus 
loin de norabreux exemples. Nou;s allons dès maintenant dis- 
cuter les deux espèces principales de systèmes, en commençant 
parles systèmes pantachiques. 

50, — Répartition des systèmes de points pantachiques. — 
Les deux panlachies de l'article précédent qu'a Iburnies la 
définition dyadique établissent une disLinetionimportanle entre 
les systèmes de points pantachiques ou mieux entre les ensem- 
bles de valeurs pantachiques. 

Soit donnée une définition^ qui fournisse un nombre fini 
aussi grand qu'on veut de points et suposons que ces points, 
quand on en augmente le nombre en disposant convenable- 
ment des quantités arbitraires de la définition, finissent par se 
présenter dans tout intervalle si petit qu'il soit. Je nommerai 
ce système de points une pantachie illimitée. L'ensembifi 
limite des pantachies illimitées — c'est-à-dire l'ensemble de 
tousles points possibles, je le nommerai pantachie complète. 

Entre ces deux classes extrêmes de systèmes pantachiques, 
il y a des pantaohiea sans nombre formant les classes inter- 
médiaires, et auxquelles nous -donnerons un nom, — parce 
qu'elles inlerviennenl dans la suite de ia théorie. Je dési- 
gnerai d'un même nom toutes les pantachies qui ne sont pas 
illimitées, ce seront les pantachies infinies. La pantachie com- 
plète est également d'après cela une pantachie infinie. On 
en obtient encore, si on retranche de la pantachie complète les 
nombres rationnels, par exemple, ou le.? nombres dyadiques 
ou les nombres décadiques, ou n'importe quelles pantachies 
inimitées ou apantachîes en nombre aussi grand qu'on voudra. 
De cette façon on obtient des pantachies qui ne sont pas sim- 
plement illimitées, parce que, comme on le verra à propos du 
concept de dénombrement, une pareille soustraction d'un 
nombre quelconque d'apantachies ou de pantachies illimitées 
ne réduira jamais la pantachie complète à l'état de panta- 
chie illimitée. Qu'il existe encore des pantachies infinies d'une 
autre provenance, nous n'en savons rien jusqu'ici. L'expression; 
« pantachie infinie » est empruntée h l'intuition idéaliste. 
L'Bmpiriste pourra la tolérer comme un simple mot. 

51. — Les systèmes de points apantachiqaes. — Passant aux 
systèmes apantaohiques, puisons dans leur riche variétés les 
exemples les plus simples et les plus clairs. 

Nous placerons en tête le système de points isolés, que nous 
nommerons aussi pour abréger systèmes tsoie'j', entendant par 
là un système de points en nombre fini aussi donse qu'on veut, 
mais déterminé, de sorte qu'on ne peut pas comme pour les 
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pantachies illimitées, resserrer les points autant qu'on veut 
un disposant de paramètres. Ainsi k la formule : 

^ = 'i + |- +...+IS 

coiTespond un système isolé, si on met à la place des a toutes 
les combinaisons de zéro et de un. 

Le système plus complexe qui vient immédiatement après 
prend naissance quand nous imaginons un système de points 
isolés qui dans le voisinage d'un point déterminé finissent 
par se resserrer de plus en plus et indéBniment comme les 

points -T- , -T- + -^- , -j + -5- +v^-,... se resserrent indéfini- 
ment en approchant du point -s . Un exemple de pareils points 
de convergence, (*) & l'intérieur d'un système d'ailleurs isolé, est 
fourni par les racines desîw — := autour du pointa;^ 0. De 

tels pomisrfe convergence du premier ordre peuvent se pré- 
senter dans un intervalle aussi souvent qu'on veut, comme 

cela a lieu pour les racines de sin -v— — :=: 0, quand a est pris 

suffisamment grand. 

Puis les points de convergence peuvent converger eux- 
mêmes vers un certain point, comme la séparation des racines 

de sin ~: — r :zz autour de x^= en donne un exemple. De 

tels points de convergence de deuxième ordre se présenicnt à 
leur tour innombrables dans un intervalle, comme le montrent 

les zéros de sin -i- 1 

sin a m' 
De colle façon on arrive d'une manière générale aux points 
111e le point ic — pour les 



oîi le signe sin revient n i'ois. 
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De la formation synthétique qui précôdo des points de 
convergence du n"= d'ordre résulte que, si on exclut tous les 
points de convergence d'ordre n par des étendues aussi petites 
qu'on voudra qui les contiennent, il ne reste plua que des points 
de convergence d'ordre n— I, et si on continue h. exclure ainsi 
les points de convergence en passant toujours d'un ordre h un 
ordre moins élevé d'une unité, il ne restera plus qu'un système 
isolé. — Cette exclusion des points de convergence à l'aide 
d'étendues suFEtsamment petites, peut, comme on le voit 
aisi^.ment avoir toujours lieu de telle manière que la somme de 
toutes les étendues destinées à cette suppression se trouve 
moindre qu'une étendue donnée si petite qu'elle soit. Nous 
pouvons nommer de pareils systèmes o systèmes isolés après 
suppression des points de convergence jusqu'à l'ordre n="^». 

11 est important de remarquer que de ces points de conver- 
gence de points on tire également des points de convergence 
d'étendues. Entre un premier point quelconque et un voisin à 
droite, par exemple, une étendue est marquée; entre le troi- 
sième et le quatrième à droite, et entre le deuxième et !e 
troisième à gauche deux étendues sont marquées, etc , . . Il se 
forme ainsi un système de convergence d'étendues d'ordre 
arbitraire, (') quon peut couvrir d ailleurs de systèmes de 
points quelconques. Imaginons, par exemple, le système des 
étendues convergeant autour du point de convergence des 

zéros de sin - , et sur une première étendue quelconque mi 

système de points avec un point de convergence du 1" ordre. 
Sur l'étendue voisine, dans la direction du point a;^o, imagi ■ 
nons un système de points avec un point de convergence du 
2"° ordre, etc. . , ; l'ordre des points de convergence croit au- 
de-là de toute limite quaûd on s'approche du point x^o. Le 
point X zn o est, d'après cela, point de convergence d'ordre 
indéfiniment élevé. Comparé au précédent, ce système de 
points se comporte ainsi : Nous pouvons également en excluant 
des points par des étendues, dont la somme resie inférieure à 
une limite si petite qu'elle soit, le réduire à un système isolé. 
Car, dès que par une étendue aussi petite qu'on veut nous 
avons e!.olu le point zéro, le système de points qui reste des 
deux côtiîs ne contient que des points de convergence 
d'ordre fini. La différence entre co système et ceux qui ont des 
points de convergence d'ordre n est que si nous avons exclu le 
point zéro, l'ordre le plus élevé des systèmes de points 
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restants dépend de la longueur de l'étendue qui exclul le point 
zéro. (■) 

11 est clair qu'avec quelque imagination on peut trouver des 
combinaisons de ce genre en quantité. Jevais encore m'arrêter 
à l'une d'elles, parceque son principe de formation s'écarte 
du précédent et donne naissance à un système ne se laissant 
pas réduire à un système isolé par exclusion de points de 
convergence et possédant une propriété importante, qui m'a 
conduit à le construire, 

Dans l'étendue (0, 1) je barre une étendue quelconque (a, p) 
qui ne contient aucun des deux points 0, 1. De l'étendue ori- 
ginaire (0, 1) deux parties restent libres : (0, «) et (p, 1). Je 
procède avec celles-ci comme avec (0, 1) Je barre dans (0, «) 
une étendue (f. S) plus petite que (0, a) et qui laisse libre les 
extrémités 0, et a et, sous les mêmes conditions, je barre 
dans (P, 1) î'étendue (e, K)- De l'étendue primitive il reste alors 
de libres les étendues : (0, y), (8, a), (p, s), (Ç, 1). Dans ces 4 
étendues j'en barre 4 plus petites, et ainsi de suite indéfini- 
ment. Les extrémités des étendues successivement barrées 
forment le système de points que j'ai en vue, et les étendues 
lorment un système d'étendues différent de celui qui a été 
décrit plus haut. 

Ce système a une propriété importante ; Les étendues 
libres de points peuvent donner une ^omoie^égale è l'unité ou 
moindre que l'unité. En effet, «p + (yS -|- e^) + .... peuvent 
avoir la limite 1, si, par exemple, ap n^ ^, yS :r; aÇ :^ g, etc. 
Dans d'autres cas, la limite est < 1. Il en résulte que, si on 
décrit de petites élendues autour des extrémités des étendues 
successives œp, fS et eC, etc., qui contiennent l'ensemble des 
points du système et forment une somme aussi petite qu'en 
veut, quand celte somme diminue la différence entre elle et 
l'étendue unité n'a pas nécessairement 1 pour limite, mais au 
contraire peut avoir pour limite une valeur quelconque < 1. 
Et celte circonstance est intéressante dans la théorie de 
l'intégrale, 

En effet, en dehors des apantachies mentionnées, qui sont 
toutes des constructions servant à l'examen ou ti la générali- 
sation de théorèmes, ou bien construites pour elles-mêmes, 
l'analyse fournit directement des systèmes de points, qui 

(") Par la répartition (tes étendues nous pouvons mêler les systèmes 
de points de la manière la plus VEifiée ; par exemple, pontachics avec 
apantachies en tant quo les premières sont portées sur dos étendues à 
des points de convei^ence. 
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conduisent à de certains résultats ; tel est particulièrement, 
celui que je nomme système de points iotégrable. Ce système 
prend naissance, comme on va le voir, dans le concept dé l'inté- 
grale. Si une fonction subit dos variations bi-usques qui tom- 
bent suf des pantachies de son argument, elle a une intégrale ' 
déterminée lorsque tous les sauts de ce genre, qui dépassent 
une quantité supposée aussi petite qu'on veut, forment un 
système intégrable. J'entrerai plus avant dans ces questions à 
propos de ma théorie de l'intégrabilité. La condition d'inté- 
grabilité d'un système JVs'énonce ainsi : Partageons l'intervalle 
(0,i)en les étendues Ai-|-ii-|-.,.-i- i„. A chaque étendue i sauf 
une n'appartient qu'une de ses extrémités, une seule renferme 
deux extrémités. Désignons par i'i, d'j. . . . A'^ celles des 
étendues A qui contiennent les points de N et posons 

A'i -i- A% -|- 4- A'„, — D. Diminuons les étendues A de 

telle manière que la plus grande d'entre elles n'ait pas de 
limite inférieure. Si alors une limite supérieure peut être 
assignée à celle étendue maximum, assez petite pour que D 
gartte une limite supérieure fixée d'avance aussi petite qu'on 
veut, le système est intégrable. De cette déÛoition résulte 
sans démonstration une proposition qui la complète, à savoir : 
Si le système Nesl intégrable pour une hypothèse particulière 
quelconque, compatible avec nos conditions, faite sur les 4, il 
l'est pour toute autre hypothèse sur les 4 également compa- 
tible avec nos conditions. 

Des indications que j'ai, données dans mes descriptions 
précédentes de systèmes apantachiques relativement à ]a somme 
des étendues qui éliminent certains de leurs points, résulte que 
ce sont ordinairement des systèmes intégratles. Quand on 
étudie les systèmes à points de convergence d'ordre tint ou 
indéfiniment élevé, et qu'on les reconnaît tous intégrables, on 
peut soupçonner l'équivalence des deux concepts de système 
apantachique et de système intégrable, car les systèmes panla- 
chiques sont toujours non intégrables. Le dernier système 
apantachique que j'ai décrit nous apprend maintenant que 
l'apantachie est le concept le plus vaste, car le système n'est 
intégrable que si « p -|- {y 8 + s ï) + ... ^ 1, et il n'est panta- 
chique dans aucun intervalle si petit qu'il soit. Il est encore h 
remarquer que le système ne possède pas de points isolés. 

52. — Des propriétés générales des ensembles illimités. Le 
concept de dénombrement. - La théorie de l'argument a surtout 
pouc objet des ensembles illimités de valeurs d'argument 
particulières, comme les nombres rationnels. Il paraît donc 
utile d'introduire dans celte mulliplicilé avec M. Cantor 
quelques concepts ordonnateurs, et permettant de mesurer 
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pour ainsi dire, des ensembles illimités, en les comparant à un 
ensemble particulier. J'ai en vue le oonoopt du dénombrement 
d'un ensemble et celui de la puissance relative de deux 
ensembles. 

Le concept de dénombrement d'une quantité illimitée d'ob- 
jels est une extension de la méthode de numération. Le 
dénombrement d'une quantité fmie d'objets consiste dans ce - 
principe qu'on les range en une série en les faisant correspondre 
respectivement aux nombres I, 2,3, ... de la suite illimitée des 
nombres. Le nombre qui correspond au dernier objet de la 
suite est le nombre des objets. Etant donné une quantité 
illimitée d'objets ou d'éléments, si on les fait correspondre aux 
nombres 1, 2, 3,.. de telle façon qu'on ne puisse assigner 
parmi eux aucun élément qui ne corresponde à un nombre de 
la suite 1, 2, 3..., cette quantité d'éléments est dite dénombrable 
bien qu'elle soit illimitée et ne soit représentée par aucun 
nombre. 

Naturellement toute série simplement illimitée de quantités 
a, , ch , «3 ,.-■ est dans ce sens dénombrable. Mais encore 
une suite double : 

«„,„ — m = i, 2,Z,...n — 1, 3, 3,... 
l'est également. On prend tout d'abord les éléments dans 
lesquels m < 10, n < 10, et on les fait correspondre à la suite 
des nombres entiers de 1 à 100. Puis on prend les éléments 
oii wi <. iOO, n <_ 100, on laisse de côté ceux qui ont déjà été 
pris, et on fait correspondre les autres à la suite dos nombres 
de loi h 10,000 etc. De même en général toute suite complexe : 
a m. — i, 2, 3,... 

Mi m; ... m„ , 
est dénombrable. On commence par ordonner les lO"" éléments 
où les m,, < 10, puis les lOC — lO"" éléments où les m,, ne 
dépassent pas 100, sans répéter les premiers, etc. 

Ces exemples expliquent le concept de dénombrement dans 
le sens général — Il ne s'agit ici que de coordination, car les 
éléments de l'ensemble peuvent avoir une signification arbitraire. 
Nous appliquerons encore le concept à une forme très générale 
de détermination d'analyse arithmétique, puis aux apantachies 
de l'article 51. 

Qu'on imagine la détermination de nombres que voici : 

Z = ç (m„. Mil, . . . m,„ n) 

ou chacun des mp de même que « peuvent être pris arbitrai - 

rement dans une suite limitée ou iUiraitée de nombres entiers, 

et où ç, pour des valeurs doanées aux m et aux n peut repré- 
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senter non seulement un nombre, mais, par exemple, une 
quanlilé de nombres dépendant de n. Ce symbole dûsigne 
bien des espèces de nombres. Il implique la suite de quantités 
complexes déjà considérée : 

Z = a , m^, = 1, 2, 3,. , , 

mi iTii m,. 
Puis il comprend les pîtut;ichies de tous les nombres ration- 
nels : 



oîi les nombres arabiques : 

^ = ».. +f + f +...+f',", = 0,i,2, ...p-i, 

Iloomprend en outre principalement, la pantauhie de tous les 
(jnmbres algébriques, quand Z représente les racines réelles 
de l'équation. 

— m„ + nK.i3 + m„.2Z-' +...+ m, z" 
et d'innombrables autres espèces de nombres. 

Toutes ces espèces de nombres sont dénombrabli3S. Qu'on 
range d'abord en one série tous les nombres 
2 ~f (m„, Wîi, rrtî. m„, n) 
dans lesquels la valeur positive d'aucun des nombres m^. nij, 
. . . m„/n, ne dépasse pas 10, puis, en exceptant ceux-ci, tous 
les nombres pour lesquels las modules de ïk„. wii, m„, n, ne 
sont pas plus grands que 100, etc. On obtient ainsi une suite 
dans laquelle chaque nombre particulier de la forme Z n'inter- 
vient qu'une fois. 

Evidemment tout ensemble illimité de points est déoombra- 
ble, si dans son accroissement il reste toujours fini. Nous 
avons deux images soos les yeux : la formule qui permet 
d'augmenter indéfiniment le nombre des points et l'ensemble 
des points lui-môme parvenu à un étal quelconque , mais tou- 
jours déterminé, A cet état , nous rangeons les points isolés 
en une suite quelconque elles faisons correspondre à la série 
1, 2, 3... N. Maintenant, imaginons l'ensemble de points aug- 
menté autant qu'on veut d'après sa formule. Faisons corres- 
pondre les. nouveaux points àla suite iV-|- 1,... /V,, etc. 

Un ensemble de points croissant de cette façon est donc 
sans doute dénombrable. Envisageons 6 cet égard les apan- 
tacbies de l'article bl. Elles peuvent n'être dénombrables que 
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silftur accroissemenl fliii n'est pas interrompu par la formation 
de limites de suites de points. Qu'il s'agisse, par exemple, ti'Mn 
point de converyence de deuxième ordre, c'est-à-dire d'un point 
p, dont s'approchent indéfiniment des points p' , lesquels eux- 
mêmes sont des points de convergence — mais de points isolés 
p". On pourrait au peint de vue idéalist'j concevoir ainsi ces 
ensembles: On commencerait par faire entrer la suite complète 
des p", qui converge vers un point p' — et on la répéterait suc- 
cessivement dans la suite complète des p"; des suites infinies 
seraient ajoutées les unes aux autres, et l'ensemble ainsi formé 
ne pourrait évidemment pas être disposé en série. 

Toutefois cette conception d'ensemble de points n'est ad- 
missible que pour l'Idéaliste. Veut-on laisser de côté leslimiles 
de l'Idéaliste, la suite de points illimitée qui entoure le point 
de oonvf.rgence de deuxième ordre peut-être définie de difîé- 
rentes manières. L'ensemble p" qui est entre deux points p' a 
une grandeur illimitée, et de même l'ensemble p' qui converge 
vers;». On a ainsi dans les intervalles des points ji' un nombre 
Qni m de points p' et m nombres finis n de points p", et on fait 
croître m et n indéfiniment. Ceci peut naturellement se pro- 
duire de plusieurs manières. Les nombres m et « peuvent 
croître, par exemple, alternativement ou simultanément. Mais 
toujours cet accroissement pourra être dirigé de telle manière 
que de l'ensemble de points, considéré géométriquement, 
aucun ne soit oublié, mais qu'au contraire la suite de points 
croissant avec m et w finisse par contenir chacun des points 
du système de points de convergence du deuxième ordre, et 
ce système devient alors dénombrable. 

C'est ainsi que sont construits tous les ensembles à défi- 
nition géométrique de l'article précédent. Il est inutile de le 
montrer ici ; bien plus la possibilité pour eux d'être dénom- 
brés est évidemment liée à leur origine géométrique, puisque 
la suite croissante n'est jamais interrompue par un passage à 
îa limite. Si on se demande quelle est, pour l'Idéaliste, la 
limite de ces apantaohies, on trouve une analogie remarquable 
avec le « eontmuunt des nombres « expression de M. Gantor) ou 
lapantachie complète considérée comme limite des pantachies 
illimitées. Car de même que le continuum des nombres renfer- 
me toujours des valeurs panlachiques qui ne se trouvent pas 
(voir l'article suivant) dans les pantacbies illimitées, dont il est 
conçu comme îa limite dans un cas donné — et cela parceque 
les pantachies illimitées sont dénombrables — de même les 
limites idéalistes de quelques apantachies géométriques de 
l'article précédent renferment des points qui n'appartiennent 
pas à l'apantacbie illimitée. Par exemple, l'ensemble de points 
qui se resserre près d'un point de convergence de premier 
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ordre lie fenfernie pas ce poini. L'ensemble caractérisé par 
un point de convergence de deuxième ordre no contient ni les 
points p' ni le point _p. 

D'ailleurs, cette circonstance n'a pas d'influence sur la possi- 
bilité du dénombrement. Car on n'a pas besoin d'ajouter ces 
points limites à l'apantachie ilUmiiée. Si pourtant on le fait, 
eommeilssonteuK-mêmes dénombrables, il est facile de les faire 
entrer dans l'apantachie de telle manière qu'elle reste dénom- 



53. — De ia puissance relative des ensembles. — Le concept 
de puissance relative des ensembles est étroitement lié h celui 
du dénombrement. 

Définition. — Si deux ensembles finis ou non finis JWet N 
peuvent sans ambiguïté et complètement se correspondre l'un 
^ l'autre, élément à élément, ils ont une puissance égale. 

Par portion d'un ensemble M, on devra comprendre tout 
autre ensemble M" dont les éléments sont aussi des éléments 
de M. Si deux ensembles .1/ et iV ne sont pas d'égale puissance, 
ou bien M et une portion de N, ou bien jV et une portion de M 
auront même puissance. Dans le premier cas, nous dirons 
que la puissance de M est plus petite, dans le second cas, 
plus grande que celle de JV(''). 

La puissance plus grande ou plus petite peut encore se 
définir ainsi : La correspondance de M à JV élément à élément 
est-elle impossible, et quand on fait correspondre n'importe 
comment les éléments de Mh ceux de 2V"reste-t-il, par e;;emple, 
dans l'ensemble N, des éléments tels qu'il n'y correspond 
aucun élément de M, la puissance de Af est alors dite plus petite 
que celle de N. D'après cela deux ensembles finis ne sont 
d'égale puissance que si le nombre des points est le même. 
Des ensembles finis sont de puissance moindre que des 
ensembles dénombrables infinis. Des ensembles dénombrables 
infinis sont entre eux d'égale puissance. 

La plus importante proposition sur ce su,iet s'énonce ainsi : 
Des ensembles dénombrables sont toujours de puissance moin~ 
dre que le Continuum des nombres ou la panlachie complète. (") 
Je veux donner à cette proposition, en vue de questions à 
étudier plus tard, le sens suivant : 



(■) Borcli-Journ, tome 84, p. 342 G, Cantor, et Acta Mathematita 
6ome 2, Une conttibutioa à la théorie des ensembles. 

(") G. Cantor sur uae propriété (le l'enserable de toutes les valeurs 
algébriques réelles — Borch. Journ. tome 77, page 260 — et sur les 
enaembfea infinis linéaires — Leipï. Ann, 15, p. & — Voir également 
Acta Mathématiea, tom. 2. 
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L'ensemble de ioutes les valeurs possibles ne peut se mettre 
sous la forme d'une série simple ; mais toute série de valeurs 
détermine elle-même dans tout intervalle, quel qu'il soit (a, b ) 
des valeurs q'ti ne M appartiennent pas. M. Càntor montre cela 
de la manière suivanLe : Supposons la =uile de quanlîLés 
diÏQombrables ordonnée en une série W| ,<à^ ... el considérons 
une élendue d'argument (a,b). Soient maintenant ai et 5i , 
où a\ <^ b\ , les oi-emières quantités de la suite des u qui 
tombent à l'mtérteur de l'intervalle (a, b). Envisageons à 
présent l'intervalle (a, ôi ), et désignons par (aij ,is ),aï <h^ 
bi , les deux premiers nombres de la suite des m, qui tombent 
dans l'intervalle {ai Si ) etc. On donne ainsi naissance h deux 
séries fournies par la suite des w : ai a^ , ... .et 61 bi ... 
On a ûi < fli < ... et ôi > 6j > . . . 
Des intervalles {a, b), [a, b, ) ..., chacun renferme tous 
ceux qui suivent, 

La série des intervalles (a, b), ( a, ,bi )... ou bien finit par 
s'arrêter, ou bien estillimitée. Dans le premier cas qui se pré- 
sente en général dans le,^ systèmes de points apantacbiques 
une seule valeur u peut encore tomber dans le dernier inler- 
valle.et toutes les autres valeurs de ce dernier intervalle sont 
étrangères à la série w, d'après le choix qui a été prescrit des 
groupes de valeurs successives a^ , i,,. Si la série des inter- 
valles n'est pas limités, les séries «i, Hs, ... et ô|, 5a, ... sont 
illimitées, et les a^, aussi bien que les b,, possèdent des 
valeurs limites oos etôca,... puisque ce sont des séries de 
quantités seulement croissantes ou seulement décroissantes et 
ne dépassant pas des limites déterminées, puisque les a res- 
tent inférieurs aux b, et les bj, supérieurs aux a. Il peut main- 
tenant arriver d'abord que floo < ban, alors aucune valeur de 
l'intervalle {oa^, 5co) n'appartient à la série des <». On peut en 
second lieu avoir a<xi ^= bai, comme cela a lieu dans toutes 
les pantachies. Alors cette limite commune a co =bx,, qui 
n'esljamais atteinte, n'appartient également pas à la série 
des (0. 

Après avoir étudié la puissance des ensembles dénombra- 
bles par rapport à la pantachio complète et avoir établi que la 
première est plus petite, il nous reste parmi les ensembles 
mentionnés à considérer les pantachies infinies. 

J'ai déjà remarqué que jusqu'ici les pantachies i aÛnies que 
nous connaissons, — à l'exception de la pantaohie complète, 
tirent leur origine de celle-ci par élimination de pantachies 
illimitées ou d apantachies, dans tous les cas d'ensembles dé- 
nombrables. Des ensembles dénombrables en aussi grand 
nombre qu'on voudra forment par leur réunion un ensemble 
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également dénambrable ; si donc, on supprime de la panLa- 
chie complète des ensembles dénombrables le reste ne peut 
être dénombrable, sans quoi la pantachie complète devait être 
tont d'abord dénombrable. Les pantachies mlinies formées 
par une semblable élimination ne sont donc pas dénombra- 
bles, 

Maia il y a plus encore : M. Cantor démontre qu'elles ont 
la même puissance que le continuum des nombres ('). Nous 
avons donc en réalité jusqu'ici deux ensembles à l'un des- 
quels tout ensemble de nous connu est égal en puissance : 
la série des nombres entiers positifs et le o conlmum des 
nombres. » M. Cantor estime comme très vraisemblable qu'il 
n'y a en général que deux puissances. Les considérations des 
articles suivants contiennent maints indices, difficiles à expli- 
quer avec rigueur, de ce fait que dans les ensembles de quan- 
tités bnéaires, mais seulement dans celles-là, les choses se 
passent ainsi. La conclusion suivant laquelle la puissance de 
la pantachie complète n'est pas diminuée par la suppression 
d'une suite dénombrable est applicable h toute pantacnie supé- 
rieure à la suite dénombrable. Il faudrait donc encore montrer 
que si une pantachie n'est pas amoindrie par la suppression en 
question, elle a môme puissance quô la pantachie complète. 

Nous avons exposé celte théorie suivant le mode de raison- 
nement, babituel aux mathématiques, sans la critique des 
intuitions fondamentales ; cependant, il intervient souvent dans 
ces notions des limites nouvelles de nature spéciale ; par 
exemple, les limites de suites de points qui se resserrent non 
seulement comme auparavant près d'un seul point, mais encore 
dans toutes leurs étendues, de sorte qu'il importe de nouveau 
d'envisager séparément l'intuition idéaliste et l'intuition 
empiriste. 



'54. — Critigue de la Théorie de rArgnment par l'Ii 
l'Empirlate. — Le concept empiriste des ensembles ou suites de 
points de grandeur illimitée et le concept d'ensembles dénom- 
brables sont évidemment absolument identiques. 

Que tout ensemble qui s'accroît suivant unis règle quelconque 
mais qui esl envisagé comme fini à tout instant de son dévelop- 
pement est dénombrable, c'est ce que nous avons montré, plus 
haut. Mais en outre que toute suite dénombrable, si elle 
n'est pas une suite finie déterminée, forme un ensemble de 



(■] Cela résulte directement de la démonstration 556. Bor 
Tome 84 p. 254. 
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grandeur illimitée, cela va de soi. Car,si on le fait correspondre 
h la série des nombres entiers, c'est, sous cette tonne, un 
ensemble illimité. Avec une autre disposition il peut n'ôtre 
considéré comme dénombrablc qu'en tant que cette disposition 
peut fournir, sans perte d'éléments, une série ordonnée suivant 
des indices entiers. 

Les ensembles dénombrables et, en particulier, les panta- 
chies Ulimitées sont au sens empiriste des représentations et 
appartiennent à bon droit à la mathématique empiriste. Il 
3 agit de savoir jusqu'où nous parvenons ainsi avec l'Émpiriste, 
quand ne renonçant jamais à l'acte de la représention, nous 
cherchons h approcher le plus que nous pouvons de la limile 
de ces représentations. 

Dans la voie tracée par cette question la pantachie complète, 
comme limite d'une pantachie illimitée, sera l'objet propre de 
notre étude. Considérons cependant tout d'abord un cas plus 
simple de formation de limite ; par exemple, une apantachie 
caractérisée par un point de convergence de premier ordre. 

Qu'il s'agisse simplement de la suite de points 

L 3 I ™-.2"-i- i L 



et supposons que le point -^ n'appartienne pas à cet ensemble. 

On pourra concevoir cette détermination de points aussi bien 
à la manière idéaliste qu'empiriste. Pour l'Idéaliste elle 
comprend à la fois tous les points qu'elle définît ; les distances 
des points finissent par devenir infiniment petites. L'Empiriste 
s'imagine les points existant seulement jusqu'à un n'^"", et il 
prend le nombre n aussi grand qu'il veut suivant son besoin. 
Or il importe de rechercher si l'ensemble idéaliste est une 
limite réelle de l'ensemble empiriste, c'est-à-dire si l'ensemble 
empiriste tend vers l'idéaliste de façon à s'approprier finale- 
ment tout point qui lui appartient; c'est précisément ici le cas, 

puisque nous avons exclu le point -^ de l'ensemble. Nous 

pouvons appliquer les mêmes considérations à toutes les apan- 
tachies de l'art 51. Toutes, à l'exception du système de points 
' isolés, apparaissent, quand on les examine de près, comme des 
ensembles illimités dans le sens empiriste, ayant une limite 
idéale réellement erustante lorsque d'ailleurs (art, 52.) les 
points de convergence eux-mêmes ou bien sont exclus de 
l'ensemble, ou bien sont comptés d'une manière spéciale. 

Ces suites de points permettent ainsi une exposition neutre; 
on n'a pas besoin de prendre parti pour la conception idéaliste 
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ou empirisLe. Les raisonnements que l'on applique à de pareils 
ensembles restent indépendants de l'opposition des deux 
modes d'intuition. Les choses se paasentici comme en géomé- 
trie où il importe peu aux résultats des recherches que l'on 
prenne pour fondement l'exact idéal ou l'exact illimité, qu'on 
régarde la ligne droite comme infiniment mince ou comme 
engendrée de la façon déjà décrite (arl, 34). Du moins jusqu'fi 
maintenant il ne s'est pas présenlé une obscurité ou un 
paradoxe qui pflt se ramecer à l'opposition des deux modes 
d'intuition. 

Après avoir éiabH que les apantachies illimitées ont des 
limites idéalistes, nous allons soumettre à nn examen .sembla- 
ble la limite des jJdnfacAîiîs illimitées, c'est-à-dire voir com- 
ment l'Idéaliste et l'Empiriste doivent saisir la pantachie 
complète. 

Nous pouvons de nouveau donner pour fondement à la pan- 
tachie complète le symbole analytique 

z~ lim i^+^ + ■■■ ^-S:^V «„ — o ou i 



(î+^ + .--+|f)'=c.-0. 



Il désigne l'ensemble de toutes les quantités correspondant 
à des valeurs ou 1 données aux a d'uae manière quelconque, 
qui sont définies par la série finie ousans fin. 



Laissons de côté les suites éternellement sans loi comme 
une fiction de l'Idéaliste déjà .sulfisammont considérée. Alors 
au point de vue analytique la pantachie complète doit Ctre 
envisagée comme l'ensemhle de toutes les lois de succession 
possible dos symboles 0, 1, mis ii la pince des a dans la suite 
t, , «2 , «3 ,.,.. L'Idéaliste aJmeltra cet ensemble comme 
existant réellement, toute loi encore imaginable existant de 
toute éternité, indépendante d'êtres pensants. L'Empiriste y 
voit des lois déjà connues, et un cadre pour toutes celles qui 
.sont encore h. trouver. Cependant, reportons-nous h l'image 
géométrique de la pantachie, où h chacune des suites parti- 
culières des aj , «3 .... correspond un point parliculier. 

L'Idéaliste arrive aiiiai au but tout naturellement. Il range 
toutes les valeurs 2 comme points idéaux sur la ligne droite 
idéale, et entre les poiriis" isolés se trouve les étendues infini- 
ment petites de tons ordres. 

Il renonce h se faire une image de cette suite de points ; il 
ne cherchera donc pas à s'en représenter le mode de formation. 
La pantachie complète est pour lui la limite réellement exis- 

II 
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tante de la panlachio illimitée, dans ce sens que les valeurs 
particulifireg en nombre infini de cette limite existent en 
môme temps, absolument comme un nombre fini de quantités. 

I] attribue donc au concept « lim l-s-' + -r ~\~ + ^) 

pour toutes les combinaisons des « », la même raison d'êlre'qu'à 
la limite de la fraction décimale sans fin. Il le range parmi les 
êtres existants auxquels la logique lui ordonne de croire. 

La pensée ne suit pas ici un processus logique nouveau. 
S'étànt posé (art. 22) cette question fondamentale «combien 
existe-t-il d'étendues moindres qu'une étendue donnée, et 
combien y en at-il de possibles, c'est-à-dire ne devant qu'au 
hasard de ne pas exister ?» — il a répondu que le nombre eu 
est infini ; eh bien il a ainsi saisi et exprimé exactement le sens 
iadiqué ci-dessus de la panlachie complète. Les étendues par- 
iielles plus petites sont équivalentes h toutes les valeurs d'ar- 
gument possibles, et, par conséquent, l'image que l'Idéaliste se 
fait ici de l'argument ne s'éloigoeen aucun trait de la première, 
née d'une autre suite d'idées. 

Voyons maintenant comment l'Bmpiriste doit se représen- 
ter les choses. Avant tout, il doit rejeter la pantachie complète 
comme l'ensemble de toutes les quantités possibles existant à 
la fois. Car cet ensemble ne peut être fini, et U ne peut être 
non plus seulement d'une grandeur illimitée, puisqu'd contient 
déjà toutes les valeurs particulières possibles ; il est donc infini, 
et; par suite, non représentable, sans existence pour l'Empi- 
riste. Il pourrait donc n'être qu'une limite non représentabte, 
mais de quoi ? 

L'Empiriste se représente sur l'étendue unité des points 
sans nomore, il les multiplie par la pensée autant qu'il veut et 
en resserre l'ensemble de plus en plus. Il peut s'arrêter quel- 
que temps à cette représentation, ou se composer tout de suite 
son étendue d'argument eouimo suite de points qu'd imagine 
ici plus fins, là plus grossiers. — U ne pourra jamais, en affinant 
sa représentation, changer l'essence de cette image. L'ensem- 
ble de points quoique aussi dense qu'on voudra reste un ensem- 
ble fini. L'Empiriste ne peut se représenter autre chose. Or, 
jusque là, il n'y a rien de surprenant dans l'apparition des deux 
modes d'intuition. 

Il semble plutôt que nous ne fassions que répéter la distinc- 
tion première entre la limite et le premier degré vers la limite, 
entre l'exact à volonlé et l'exact idéal, distinctions que nous 
venons d'établir plushautdans les apantachies il limitées. Mais, 
si on y regarde de plus près, on voit qu'il y a du nouveau. 
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L'Empinste ne peut imaginer la panUehio complèto quodansle 
devenir, c'est-à-dire que comme ensemble de points qui aug- 
mente et s'approche iadéQniment de la pantacnie complète , et 
alors il ae demande si et comment on peut imaginer une suite 
de jioîMfs croissante, dont la limite est lapantachie complète, 
o'eat-h.-àire une paatachie qui en croissant /îmt par renfermer 
toute valeur. — Voici la réponse : 

Il n'y apai d'ensemble da points croissant o» par exemple 
dans ime suite finie initiale viemient peu à peu s'introduire de 
nouveaux points en uerd* d'une régie quelle qu'elle soit, et qui 
s'approche de la pantachie complète de manière que toute valeur 
particulière finisse par s'y montrer. 

La preuve en est déjà faite. L'ensemble toujours fini qui 
croît est dénombrahle ; mais il fournit donc dans tout intervalle, 
si petit qu'il soît, des valeurs qui ne lui|appnrlienneut pas. 
(Art. 53). Ces valeurs formant une pantacMe sont donc étran- 
gères àl'image empiriste d'un ensemble quelconque de points 
recouvrant l'argument. 

Aussi ces nouvelles valeurs ne sont pas non plus de même 
nature que les points de convergence de certaines apanLaohies 
dont il a été question plus haut, qui n'appartenaient pas non 
plus d'eux-mêmes h l'image empiriste, mais qui pouvaient 
y être introduits. Elles forment bien plutôt la grande ma,]orilé, 
puisque, comme on l'a vu, la pantachie complète par l'exclu- 
sion d'ensembles dénombrables n'esl pas plus pauvre en va- 
leurs isolées. 

II résulte de là que : 

Lapantachie complète de l'Idéaliste ou le continmim des 
nombres n'est une limite réelle d'aucune suite empiriste do 
représentations. 

Pour i'Empiiiste le continuum des nombres n'existe donc 
pas, ni comme limite, ni comme terme final d'une approxima- 
tion; il n'existe absolument pas pour lui. Ceci est vrai non 
seulement pour l'état actuel de la science, mais pour toujours. 

Al'arguraentl'Ecnpiriste joint donc la représentation sui- 
vante: 

l. — Sur l'étendue unité, h chaque valeur particulière 

Correspond un point qu'on imaginera avec une exactitude aus^î 
grande qu'on voudra. 

n. — Il n'existe pas de suite de points variable qui, en 
s'augmentant, s'approcherait indéfiniment de la suite de tous 
les points possibles. A la panlachie complète l'Empiriste joint 
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seulement, la représentation que sa fantaisie, quand elle veut 
imaginer l'étendue d'argument couverte de points formant 
une suite de plus en plus dense, ne rencontre pas de limite, 

55. — Remarçues deraières sur l'argument de l'Idéaliste et 
de l'Empiriste. et sur la détermination du mode d'espositioa 
neutre- — Si l'opposition établie dans l'article précédent entre 
les conceptions idéaliste et empiriste de l'argument exerçait 
une influence sur lea méthodes et sur les résultats de ['anslyde, 
il ne resterait plus alors qu'A opter pour l'une des deux et qu'ii 
établir suivant ce choix les iondements de son analyse. Mais, 
par bonheur,il n'en est pas ainsi. Nulle part, excepté naturelle- 
ment dans la théorie des pantnchies idéalistes elles-mêmes, 
l'analyse ne suppose plus que l'Empiriste ne donne comme 
représentable. Les systèmes do points qui sont utilisés sont 
des apanlachies ou des pantacbies illimilées. Si, pnr exemple, 
il s'agit d'une fonction, qui est un pourles valeurs rai ionnelles, 
zéro pour les valeur» irrationnelles de rargoment, les valeurs 
raiionnelles iormont alors une pajilachie illimitée et parmi les 
irratiorniellea on peut également imaginer des muîlitudes in- 
nombrables de pantachies illimitées. Car personne ne peut 
attacher à une telle fonclioa aucune autre représentation. 
Quand on dit ensuite; un point supposé mobile parcoqrt loutes 
les valeurs entre les points a et ô, cette façon de parler est en- 
core admissible au sens empiriste, si elle ne dit pns aulro 
chose que ceci : sur l'étendue [a, b) on ne peut imaginer aucun 
point aveclequel le point mobile, c'est-à-dire le point laissé 
indéterminé, no puisse coïncider, et, en analyse, cela suffit dans 
tous les cas. A ces deux représcntalions peuvent se ramener 
toujours les phénomènes analytiques. 

Ici, l'Idéaliste pourrait d'ailleurs avoir envie de recommencer 
la lutte avec l'Empiriste. Il pourrait lui objecter que par son 
renoncement à ce qui n'est pas représentable i! ne laisse aux 
combinaisons de la pensée qu'un domaine mesquin et même 
insuffisant. Gomment voudrait-il suffire à la mécanique, par 
exemple, la trajectoire fixe devant contenir à la fois tous les 
points que parcourt le mobile, le concept de trajecloire devant 
donc contenir le continuum des nombres de l'Idéalisle ? — A 
quoi l'Empirisfe pourrait répliquer ainsi : 11 no contesie pas 
que sa critique des premières hypothèses n'ait pour consé- 
quence une limitation très marquée du domaine de la pensée, 
il ne nie nulle part l'existence du non représentablo; Mais tout 
simplement ce n'est pas pour lui un objet de spécululion ma- 
thématique. Il est certain que la continuité est quelque choso 
existant quelque part' et plein de mystère. Un point mobile 
sur une trajectoire déterminée se trouve h. chaque instant à 
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un endroit de la trajectoire ; il désigne duos chacune de ses 
positions une valeur d'argument déterminée, et il passe au 
moins une fois par toute valeur d'afgument comprise entre les 
extrémités du chemin qu'il parcourt. C'est tout ce qu'on peut 
dire, et cela suffît en mécanique.' La continuité n'étant pas 
compréhensible, la mécanique analytique décompose en réaiiLi5 
la trajectoire en éléments, c'est-à-dire qu'en vue du calcul elle 
la recouvre d'une pantachie illimitée de points. Qu'on imagine 
ensuite le point mobile parcourant successivement les éten- 
dues qui séparent deux points consécutifs de la pantachie, et 
qu'on multiplie celJes-ciindéflniment.jamais il n'en sortira une 
pantachie complète. Qu'on passe enfin aux limites, ce qui fait 
apparaître les quotLentsdifférent!el3,daiis l'intégration qui .sui- 
vra, s'il s'agit réellement d'une intégration, et non pas de l'éta- 
blissement d'une fonction primitive, une pantachie illimitée de 
valeurs d'argument sera de nouveau prise pourfondement.et la 
valeur limite de la somme, que nous nommons intégrale, n'aura 
absolument rien afTaire avec la panlachio complète ; elle est, 
elle, une limite réelle. La pantachie complète ne joue de rôle 
que dans sa propre théorie, . . . Voilà ce que dirait l'Empirisle. 

Comment du point de vue neutre envisagerons-nous la 
pantachie complète, l'ensemble des quantités mathématiques 
linéaires ? 

Elte est certainement, de quetquemanièrequ'onla considère, 
quelque chose d'essentiellement distinct d'un ensemble de 
points illimilé, c'est-à-dire d'un ensemble de valeurs isolées 
se resserrant aussi rapidement qu'on veut. 

L'expression : 2" — ^ + -^ -\- . . . a-, z:z o, au i, 

contient, si les « ne sont pas tous nuls h partir d'un certain 
rang, l'ensemble des lois, suivant lesquelles une suite illimitée 
des a peut èlre déterminée. Mais l'ensemble de pareilles lois 
et celui des fonctions d'une variable apparaissent, quand on 
approfondit ces questions abstraites, comme des conccpls 
d'égal contour. Et on ne peut se faire absolument aucune 
repiésentaiion de l'ensemble de toutes les fonctions possibles. 

Nous n'apporterons pas de restriction à cette nature si vaste 
delà pantachie complète, etîa question sera de savoir comment 
nous devrons comprendre l'argument, pour ne tomber sous la 
critique ni de l'Idéaliste, ni de l'Empiriste. 

Si le contiûuum des nombres était une Hmite de représen- 
tations réelles, comme un triangle idéal est la limite de repré- 
sentations que l'Empirisle rend aussi exactes qu'il veut, ou 
pourrait laisser de côté ces différences dans l'exposé neutre de 
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l'analyse, sauf à s'en souvenir, comme on le fait à propos des 
expressions quantité, valeur, longueur, etc. (art, 41), quand on 
parlerait du conLinuum des nombres. L'un y verrait lalimile 
idéale, l'autre un degré vers la limite. Seulement le fait que le 
coniinuum des nombres n'est pas une limite réelle ne laisse à 
l'exposé neutre d'autre choix que d'y renoncer et de se rattacher 
h ]a. conception empiriste. L'IdéaHste ne peut alors nous 
adresser, comme il a déjà fait àl'Empiristo, que le reproche 
de limiter inutilement à ses yeux le champ de la science. Main- 
tenant, quoique nous donnions à la suite de notre exposé la 
conception empiriste pour fondement, remarquons bien que 
nous n'avons pas choisi entre les deux modes de conception et 
que nous ne nous sommes décidément pas arrêté à la concep- 
tion empiriste. Il s'agit ici seulement d'un mode d'exposition 
quinechoquelamanièrede voir ni de l'Idéaliste ni de l'Em- 
piriste. 

Comme la pantaehie complète, les' pantachies infinies sont 
aussi de nature idéaliste et le concept de la correspondance 
élément à élément ne l'est pas moins en tant qu'il se rapporte 
h do pareils ensembles. C'est un transfert idéal de la coordi- 
nation, susceptible de dénombrement et de représentation, à 
l'ensemble de toutes les valeurs possibles. Sans doute, les 
fonctions d'une variable données pour chaque valeur de l'argu- 
ment sont des correspondances de valeurs de fonction aux 
valeurs d'argument de la pantaehie complète.Mais ces formules 
sont toujours de telle nature qu'elles sont valables ou bien 
pour toutes valeurs d'argument, ou bien, comme on verra dans 
le chapitre suivant, pour l'ensemble de ces valeurs à l'exception 
tie pantachies dénombrables, auxquelles s'appliquent d'autres 
déterminations. Par là, les correspondances fonctionnelles 
tombent sous la conception empinsle. La correspondance 
abstraite de valeur & valeur dans des pantachies infinies est 
purement idéaliste. 

Le l'ait qu'aucun ensemble de points supposé croissant 
n'approche du continuum des nombres de l'Idéaliste, que les 
deux ensembles sont de nature tout-à-fait hétérogène, puisque 
le premier est représentable tandis que le second est en dehors 
do toutes représentations, ason côté intéressant. En effet, quand, 
h propos de pantachies complètes ou infinies de l'Idéaliste, 
on fait des considérations quelconques, on en tire des conclu- 
sions empruntées à l'image d'une suite de points aussi resserrée 
qu'on veut, on court le risque de tomber dans des paradoxes. 
Car la pantaehie illimitée n'étant nullement une approximation 
de îa pantaehie complète, il n'est pas permis sans autre raison 
de conclura des propriétés de la première aux mêmes propriétés 
de la deuxième. 



y Google 



— ifi7 — 

. Par exemple, M. Ganloi" est conduit par l'analogie avec les 
séries simples, doubles, elc. — qui sont également dénombra- 
bles à l'aide de la suite des nombres entiers — h certains 
Ibéorèines sur les ensembles continus des nombres, et il trouve 
entre autres que le oontinuum de points sur une ligne a une 
puissance égale au oontinuum de points sur un plan Cette 
conclusion un peu embarrassante a paru paradoxale ; elle a 
semblé répugner a. ce qu'on appelle le sens commun. Ijc fait 
est que c'est tout simplement la conclusion d'un raisonnement 
où interviennent des fictions idéalistes, auxquelles on l'ait jouer 
]e rôiede véritables quantités, quoiqu'elles ne soient pas même 
des limites de représentations de quantités. Voilà oii réside le 
paradoxe. On a vu comment la conception idéaliste conduit 
avec nécessité au concept de l'inftniment petil, qui du moins 
était une véritable limite, — on ne peut donc pas s'étonner de 
ce que le raisonnement sur le oontinuum ne nombres, qui 
n'est pas une limite, conduise îi des résultats plus singuliers 
encore, qui d'ailleurs restent, ainsi que l'inflniment petit 
et ses propriétés, dans le domaine de la conception idéaliste. 
Les principes que nous avons exposés dans ce livre acquiè- 
rent donc une certaine utilité pratique en mettant à Jour la 
source de paradoxes qui se cache dans des concepts très 
répandus, — de même qu'ils servent, comme on le verra, à 
rendre plus clair et plus précis le concept de la fonction. 

Des quantités ou nombres croissants, on peut dire ou bien 
qu'ils ont une limite ou bien, au sens idéaliste, qu'ils devien- 
nent infinis. Une suite de points croissante n'a pas de limite, 
au sens ordinaire ; il faudrait donc faire correspondre le cooti- 
nuum des nombres à l'infini. Or, il a effectivement avec lui 
une propriété commune. De même que l'infini ne devient pas 
fini, si on en retranche le fini, deméme le oontinuum des nom- 
bres n'est pas plus pauvre en valeurs mdivîduelles, ne diminue 
pas en puissance, quand on en retire des pantachiesillimitees.il 
semble d'ailleurs que ce soitlà l'unique analogie que pcésenlent 
les deux limites de représentations de l'Idéaliste. 

Un rôle est échu à la théorie des pantachies dans les 
sciences physiques. 

Ce n'est pas dans le concept d'atome même qu'une diffé- 
rence essentielle se fait valoir entre les intuitions idéaliste et 
empiriste. C'est plutôt dans la manière dont, en mécanique, 
les éléments d'action, les molécules agissant à distance, sont 
supposés distribués dans l'espace. L'Empiriste qui ne peut 
prendre pour base qu'un nombre-fliii suffisamment grand n'ira 
pas loin avec ses théories corpusculaires. Il ne peut évidem- 
ment parvenir qu'à la synthèse de l'a classe de phénomènes 
d'où est abstraite l'idée de la molécule agiss&nt h distance, 
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c'esL-à-dire de phénomènes mécaniques. Poui' la synthcse 
d'autres classes de phénomènes, par exemple dans le domaine 
de la chimie, il aura peut-être besoin d'autre chose que de 
raclioa à distance. Et maintenant encore les phénomènes orga- 
niques ont sans doute leur abstraction dernière spéciale, 

L'Empiriste ne prendra donc pour hypothèse l'abstration 
de la molécule agissant à distance comme utile à l'exposé des 
phénomènes que dans la mécanique ordinaire. L'Idéaliste au 
contraire, quand l'exige sa conception du monde, possède dans 
la panlachie complète un concept qui doit avoir à ses yeux un 
contenu infiniment plus riche que les panlachies illimitées de 
l'Empiriste. 

Théoriquement, en Uant la représentation de molécules dissé- 
minées dans J'espace à la pantachie complète de l'Idéaliste, on 
pourrait réussir,par exemple, à déduire la pression — s'il élait 
possible de l'aire entrer dans le concept physique de la panta- 
chie complète d'atomes un contenu répondant à notre besoin 
d'exactitude. 

Le développement de ce chapitre et une partie du suivant 
montrent combien il est nécessaire dans maints domaines ana- 
lytiques de voir nettement si pour l'exposé neutre on met au 
jour une mathématique acceptable ou purement idéaliste. Ce 
n'est qu'ainsi qu'il nous est possible de distinguer ce qui ap- 
partient au domaine réel de représentations de ce qui lui est 
emprunté sans l'image d'un mot et se trouve impliqué dans le 
processus logique se poursuivant au-delà du réel. 

Je donne h la fin de ce chapitre une vue générale sur les 
ensembles do points dont il a été question. 

56. _ Vue générale sur les ensembles de points. 

I. Panlachies 

A. Pantacliie corapIMi*. 

L'Empiriste entend par là l'ensemble de toutes les quantités 
imaginables déterminées par une définition géométrique 
ou numérique, ou encore à déterminer. — L'idéaliste y voit 
le Continu des nombres ou des quantités sur l'étendue unité, 
c'est-à-dire l'ensemble de toutes les quantités possibles 
existant à la fois. 

B. Pantacliîe illimilée. 

C'est une détermination de nombres telle que dans [oui 
intervalle, si petit qu'il soit, se trouvent des points y répon- 
dant. Cet ensemble de points est toujours fini et peut, être 
supposé aussi grand qu'on veut. 
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C. Paitacliie infinie. 

On entend par là loute pantachie qui n'est pas comprise 
dansB. Ainsi en particulier la pantachie complète A ap- 
partient à cette catégorie, 

II. Apanlachics. 

i. Apanlachie limïlée. 

Points isolés en nombre déterminé. 
B. Apaniaehies illimitées. Par exemple : 

1" Système àpoinls de Convergence, c'est-à-dire points isolés 
qui convergent indéfiniment vers des points particuliers et 
donnent naissance à des points de convergence d'ordre fini 
et d'ordre indéfiniment élevé- 

2" Inscription d'étendues successives, dont les extrémités for- 
ment un système apantachique, mais sans poinis isolés. 

111. Syslèmes de points tels que Tétcndiic sar laqselle 
ils se Irouveiit ne pnisse être décomposée en nn nora- 
ke fini d'clcndues partielles où ils lopiaent des pao- 
taclites ou des apantachies. 

En dehors de cette distinction entre les (ensembles de points, 
on peut en imaginer une infinité. Nous citerons en prémi&re 
ligne, à cause de leurs nombreuses applications : 
,1° Les ensembles dénomhrables. Ce sont tous ceuï qui ont été 
mentionnés ci-dessus, excepté les pantacbies I, A et C. 
2° Les systèmes de points intégrables. Les apantachies II 
seules sont intégrâmes, mais toutes ne le sont pas. Sont 
intégrables, outre les apantaobios limitées, toutes celles 
indiquées dans II, B, 1", c'est-à-dire les points isolés avec 
points de convergence. De II, B, 2°, une pelite partie seu- 
lement est intégrahle. Les systèmes III no le sont jamais. 
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CHAPITRE IV 

La FonclioD 



57. — Notions premières. — Nous poursuivons maiolenant 
le coDcept de fonctions au-delà du point où l'ont laissé 
l'Idéaliste et, l'Empiriste, Mais nous ferons intervenir sans 
nouvelle explication, quand cela paraîtra utile, la distinction 
des fonctions en anorlhoïdes et orllioïdes, — distinction qui a 
évidemment un caractère neutre. 

Nous l'avons suffisamment indiqué : par lonction de la 
variable ou de l'argument il faut entendre une détermination 
à l'aide de laquelle aux valeurs de l'argument correspondent 
des valeurs de la fonction ; et nous devons encore montrer 
tout ce qu'implique cette expression : valeur de lonction. A 
une valeur d'argument particulière on peut faire correspondre 
comme valeur de fonction une valeur particulière, ou bien un 
nombre limité ou illimité de valeurs, ou bien tout un inter- 
valle de valeurs, ou bien une série d'intervalles de ce genre. 
Bref on peut y faire correspondre un quelconque des ensem- 
bles de pointa mentionnés clans l'article 51, ou des ensembles 
d'étendues qui leur étaient liés. On figure depuis Descartes les 
fonctions en menant des lignes droites perpendiculaires à 
l'étendue d'argument aux points qui marquent les valeurs 
d'argument, et en portantsur ces lignes les valeurs de fonction 
positives d'un côté, négatives de l'autre côté de l'étendue d'ar- 
gument. Mais ce n'est pas seulement dans la manière dont on 
fait correspondre les valeurs de fonction qu'il nous faut insister 
sur l'absence de restrictions ; les valeurs d'argument qui font 
prendre à la l'onction une certaine détermination peuvent être 
aussi choisies en pleine liberté. Le concept général de fonc- 
tion, tel qu'il ressort de l'analyse nouvelle, n'exige pas, par 
exemple, que la fonction soit donnée pour toute valeur d'ar- 
gument ; bien plus, elle peut n'être donnée, quand cela suffit 
à notre but, que pour un seul des systèmes de points do 
l'art. 56. Eh bien, pour conserver la généralité la plus grande, 
nous pouvons imaginer une loi, d après laquelle dans des 
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étendues d'argument fixées par elle on peut choisir arbitrai- 
rement un point et y placer !a valeur de fonction, absolument 
comme nous avons fait correspondre à la valeur d'argumeot 
unique des intervalles entiers pour valeurs de fonction. 

A. l'égard des valeurs de fonction qui correspondent aux 
diverses valeurs de l'argument, on aura à distinguer suivant 
leur nombre et leur nature les dépendances simples, multi- 
ples, etc., — et celles qui sont indéterminées entre des limites 
données. 

A l'égard des valeurs d'argument que revendique la fonc- 
tion, on aura à distinguer les fonctions données complètement, 
{c'est-à-dire pour la pantachie complète des valeurs d'argu- 
ment), de celles qui sont données incomplètement, (c'est-à-dire, 
par exemple, pour une pantachie ou une apantachie quelconque). 

Pour éclaircir davantage le concept de fonction, bornons- 
nous simplement h la pantachie complète des valeurs d'argu- 
ment < i» <^ 1. 

L'Idéaliste se trouve ici en face d'une question analogue à 
celle des fractions décimale.? éternellement sans loi. Il imagine 
une ordonnée construite sur chaque valeur particulière du 
continu des nombres. Sur cette ordonnée se trouve un continu 
de nombres exactement comme sur l'étendue d'argument, 
et l'Idéaliste obtient l'ensemble de toutes les fonctions en 
portant sur toutes les valeurs d'argument toutes les combi- 
naisons de valeurs d'ordonnée. Dans cette marche rien n'exige 
l'existence d'une loi. A la conception de l'Idéaliste répond 
l'ensemble infini de toutes les valeurs de fonctions particulières 
imaginables que peut donner le hasard, et par là il atteint h 
l'abstraction extrême d'une fonction absolument sans loi. 

L'Empirisle au contraire, pour qui il n'y a pas de continu 
des nombres, peut imaginer des points innombrables pourvus 
de valeurs arbitraires ; il peut faire correspondre indéfiniment 
des valeurs de fonction h des pantachies et apantachies sans 
nombre d'après une loi arbitraire ; il aura toujours h pourvoir 
de valeurs le reste de la pantachie complète, qu'une pareille 
détermination n'aura pas rendue plus pauvre en points. 

Cette pantachie infinie qui reste lorme toujours l'arriôre- 
fond, dont l'Empiriste n'approche jamais malgré l'hypothèse 
que tous les points d'argument accessibles à sa fantaisie sont 
pourvus de valeurs. Pourdéterminer complètement la fonction, 
il est obligé d'avoir recours à une formule générale qui fasse 
correspondre la fonction aune pantachie infinie del'argumenl. 
Pour 1 Empiriste c'est là une nécessité. 

Voici donc où est conduit l'Empiriste : Pour obtenir une 
fonclion complètement déterminée, des points, isolés pris arbi- 



y Google 



trairemenL peuvent êlre pourvus de valeurs arbitraires ; h des 
apantachios et h des pantachies illimitées prises arbitrairement 
onpeut faire correspondre comme bon semblera des valeurs 
de fonction : à côté de ces déterminaLions, il faut qu'on donne 
une formule générale, d'après laquelle l'ensemble des valeurs, 
d'argument de la pantachie intinie qui reste encore doit être 
pourvu de valeurs de fonction. 

. C'est là pour l'Empiriste le concept le plas général d'une 
fonction donnée complètement, que nous n'avons pas le droit 
de dépasser dans notre exposé neutre, parce que nous devons 
laisser de côté, comme pure fiction idéaliste, les fonctions 
complètement dépourvues de loi. (') 

D'après celii, il faudrait distinguer avant tout deux caté- 
gories de fonction : celles où une lui généralement valable lie 
la fonction et l'argument, et celles où certaines espèces dénom- 
brables de pMûts sont exceptées de la formule générale et doi- 
vent être pourvues d'autres valeurs que celles que prescrivait 
la loi générale. 

On peut à peine considérer cela comme une restriction, si 
on reiionce à l'image idéaliste de la fonction, ou mieux à son 
équivalent geomélrique (art. 39). Ce que la critique de l'Empi- 
riste en laisse subsister est encore, à y regarder de près, d'une 
si étonnante généralité qu'une pareille base peut, comme elle 
le doit d'ailleurs, nous sulBre pleinement pour le, développe- 
ment du concept de fonction. Dans ce chapitre nous ne ferons 
plus que quelques réflexions sur le concept général de fonc- 
tion. Il s'agira exclusivement de la façon dont se comporte une 
valeur de fonction particulière à l'égard des valeurs voisinas, 
et des éléments du concept de continuité qui se rattache 
directement à cette question. 

Si plus lard, nous reprenons cette étude générale, le pro- 
cédé naturel et logique consistera à restreindre peu à peu ce 

(*) La remarquR, incontestablement exacte pour l'Idéaliste (art.39)jà 
savoir qu'une fonction donnée pour la pantachie complète à 1 Mceptton 
de pantachies illhnité'es, et donnée en partîculiei', mais avec une antre 
détermination, pour ces pantachies illimitées — ne doit pins èUt consi- 
dérée co^me complètement donnée, — que bien plus une loi commune 
doit nécessairement déterminer toutes les valeurs de fonction, — ne 
doit pas cti'e prise en considération dans notre e.ïposé neutre ; l'abiiae 
entre illimité et intini ou l'étendue nuageuse l&rt. dS) est une fiction 
idéaliste que l'Empiriste n'accepterait pas sans la discuter. Je remarque 
d'ailleui'S qrte dans beaucoup de cas cette objection do l'Idéaliste peut 
peindre sa forcé même aux joùx de l'Idéaliste. Nous on trouvons un 
exemple dans la fonction lU fart, fiS), avec son interprétation (art. M), 
où: je montrerai comment la loi ^'appliquant à la pantachie illimitée 
pôitt-ètre étendue à !a pantachie complète. 
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concopL générai, dans la direction des Ibnctions. dites analyti- 
ques"; en quoiie principe de classiflcation sera fourni par les 
concepts d'intégrale, de quotient diff'ireatiel, mais principale- 
ment par les diverses conditions de possibilité de représen- 
tation des fonctions à l'aide de formules de représentation. 
Une classification de plus en plus rigoureuse et parfaite des 
fonctions peut-être considérée non seulement comme l'étoile 
qui guidera nos recherches, mais aussi comme le but asymp- 
tolique de l'analyse. 

Lé but des recherches qui s'y rapporlent sérail d'après cela 
une classilicalion systématique des fonctions, absolument 
comme la science de'ia nature s'efforce d'en établir une pour 
les êtres vivants, nécessaire par elle-même et pariailemeut 
conforme aux phénomènes. Je me complais dans cette compa,- 
raison : Il existe certainement une analogie d'ûiie part entre 
les formes végétales et animales les plus simples, la faible 
liaison des parties, clc, elle concept le plus général de fonc- 
tion, celui de fonction anorthoïde (art, 37,8), et.d'autre part 
entre les formes plus élevées d'animaux et les fonctions de la 
théorie complexe des (onctions. Il suffit d'une parcelle de plan 
pour déterminer ces fonctions dans tout le plan, comme un os 
suffisait à Cuvier pour reconstruii'e l'espèce. Entre Içs deux 
cîassiflcalions on remarque pourtant, au moins pour le moment, 
une différence formelle. La classification des êtres vivants 
établit des classes essentiellement coordonnées, quoiqu'ici ce 
soit un principe de subordination qui préside, comme il doit le 
faire, h la répartition. Mais les classes successives de la théorie 
générale des fonctions ne sonljusqu'îci que subordonnées, car 
toute classe nouvelle, étant née de la limitation d'un concept de 
fonction plus général, doit appartenir à toutes les précédentes. 
Gela n'est pourtant que le premier germe delà théorie future. 
Comme la théorie des fonctions analytiques, qui comprend 
mainteaant déjà diverses classe.s de fondions coordonnées, — 
la théorie générale des fonctions ressemblera de plus en plus, 
grâce aux recherches futures, à la classification des sciences 
naturelles. 

58. — Quelques exemples de foactioas. —Je commence par 
donner quelques exemples simples de fonctions pour rendre 
plus claires les distinctions que nous allons établir. Les nombres 
rationnelss'ofTrent comme panlachie iilimilée qu'il faut pour- 
voir de déterminations particulières de fonction. J'utiliserai 
les propriétés suivantes ; 

Je donne au nombre rationnel la forme -4, oii Z esL pre- 
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mieravec .V, iV sera pris do la forme pj" Pi^-.-.pr^' où les 

p désignent des nombres ppetniers, et les p des nombres en- 
tiers. 

1° On peut autour de chaque point limiter un intervalle assez 
petit pour qu'il ne renferme , h. 1 exception de ce point, que des 
nombres rationnels à dénominateur plus grand qu'un nombre 
^1 choisi aussi grand qu'on aura voulu. 

Car tous les nombres rationnels h dénominateur > Ni for- 
ment un système de points isolés, et dans tout intervalle, si 
petit qu'il soit, il y a dos nombres rationnels. 

2" Etant donné un intervalle A et une série de nombres pre- 
miers p), Pî,. .. Pr, oàpi< 2, l'intervalle A renferme toujours 



des nombres rationnels de la forme — ^ , 

Pi P^ ■• -P- ' 
Cela est évident. 
J'indiquerai maintenant les fonctions suivantes. 

Fonctions anorthoïdes 
la. — f{cc)=:S X pour les valeurs : 

a; =0,3; 0,33; 0,333; etc. 
et /■(ic) =; o pouraï^i I 

b. — /■(«)= M„ -}- M -|-% 4- , ., -f- w, , où les M sont des 
quantités quelconques. Cette fonction n'a de sens que pour les 
valeurs entières de l'argumsnf. 

lia. — /" (ic) =:: 1 pour les valeurs rationnelles de ai, 
/" (ce) :::; pour les valeurs irrationnelles de ce. 

2 

b. — / (at) prend pour x — ~7 r r~ les valeurs , 

Pi ps ^ ■■■ p, '^' 
1 



p,Pi...p,.' 
et f{x)=^o pour toutes les autres valeurs de œ. 

c. — f[x) prend pour x = — r T~ les valeurs 



et / (ïl ^ o pour les autres valeurs de x 
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Fonctions orLhoïdes 
^+ l 



III. rt^)= 



1 + Ax 

V. Outre ces fonctions anorLhoïdes et ortboïdcs parLicuîièpes, 
je citerai encore le groupe de fonctions 



qui, suivant l'acrcoissement relatif de p, ntf , \ip , représente 
louto une éclielîe d'orthoïdies et d'anorthoîdies (Art. 63). 

Les fonctions I sont des exemples de fonctions non complè- 
tement données. Il va de soi que nous pouvons compléter ces 
fonctions, suivant nos besoins, en pourvoyant aux valeurs 
d'argument auxquelles ne répondait rien. 

59. — Valeurs de fonctions directes et indirectes. — Etudions 
maintenant ce qu'il faut entendre au sens le plus général par 
valeur de fonction. 

On dira que ffai) est simplement la valeur de fonction que 
k formule de ta fonction fait correspondre à œ. Cela est rigou- 
reux; seulement à ces valeurs de fonction directes peuvent e'en 
a^jouter d'autres qu'on est fondé à considérer comme valeurs 
de ffxj non pas seulement par ce que les applications y condui- 
sent, mais parce qu'on les juge telles d'un point de vue 
purement abstrait. Elles apparaissent quand on forme la 
valeur directe f(xj pour un point œi ^ x, qu'ensuite on inter- 
cale une suite de valeurs œ^ xs .... entre Xi et x, qui s'appro- 
chent indéfiniment de x, et qu'on cherche la limite de la série 

/"C'^'iA A'^'s)' f^i^') On arrive ainsi par une vois indirecte à 

des valeurs fix), qui peuvent différer de celles qu'on obtient 
directement. Nousles nommerons valeurs de fonction indirectes. 

Une fonction rationnelle et entière de x ne possède pas de 
ces valeurs distinctes des direclaa. Sin a;, e'j et les fonctions 
de ce genre n'en ont pas davantage. Considérons au contraire 

la première fonciion I de l'article précédent. Pour a: =; -g- 

6 AO.S), /(0,33), etc., 
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On désignera une valeur de l'oiiolion indirecte correspon- 
dant ho) par Hm _ ^/'f a; + i).Otidevra, bien entendu, ajouter 

par quelle série de valeurs positives ou nâgalivea on fait variera. 
Complétons, par exocuple, la fonction I en faisant correspondre 
zéro à toutes les valeurs d'argument qui sont libres. 1 reste la 
limite de la suite f{0,^. f{0,S3),. . . ; pourtant, quoique les 
valenrsd'argumenLg-g, 3-5,^,.... tendent verset géro est 

la limite de /"(g^^jj /(o)'"'" 

Dirichlet (1) a recours pour Hm /(ic-fs)àune notation 

abrégée dont nous ferons souvent usage. Il écrit 

f(x + o]Btf{x-o). 
/■(j; -f 0) désigne les valeurs indirectes pour une suite de 
valeurs positives de e. I! doit être indiqué en outre, si c'est 
nécessaire, quelle est cette série de valeurs que prend t. Si on 
ne le fait pas, /"(«-!- ") P<'i"'i''' '''^^'S"^'^ ^^"■^^n^^l^ de toutes 
les valeurs positives indirectes. — De même pour /"(» — 0). 

Dans toutes les fonctions IT, 111, IV, se présentent des 
valeurs indirectes distinctes des directes. 

Dans la Jonction 1I„ , qui est 1 ùu zéro selon que l'argument 
est rationnel ou irrationnel, à toute valeur de l'argument 
répondent à la fois les valeurs indirectes zéro ou 1. 

Pour la fonction ITj , les valeurs directes sont «éro ou 

suivant que l'argument est rationnel ou irralionncl 

Ih Pi . . -Pr 

et de dénominateur pi^ipiCi- • ' p^^,' Aux yeux de l'Idéaliste, 
soit dit en passant, cette derniôrc détermination peut com- 
prendre les valeurs irrationnelles ; il suffit de concevoir les 
irrationnelles comme des fractions dont le dénominateur con- 
iient des facteurs premiers en nombre infini ou infiniment 
-grands. Une irrationnelle peut encore naître, p restant fini, de 
l'accroissement des p. Les valeurs indirectes existent pour toute 
valeur de l'argumenL en nombre illimité. Pour toute valeur de 
l'argument on a les suivantes : 

1 I J^ J. _L i 

2 ' 3 ' 5 ' "" ?.3'2.5'"""2.3.5''"'* 

parce que dans un petit intervalle renfermant une valeur d'ar- 
gument il se présente des nombres delà forme 



(1} Repertorimu der Phjaîk Vuu Dovo ùiitl Moaei', tome 1, \>. 170. 
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Quant à la lonclîon II c, ses valeurs iiidirocles sont toutes zéro, 
parce qu'on peut limiter autour deehaque valeur d'argument 
un intervalle où n'apparaisse aucun nombre rationnel de déno- 
minateur w, pa " ' j)/'' inrérieur à un nombre choisi aussi 
grand qu on a voulu. 

Absence des valeurs de fonc}ion pnur certaines valeurs 
d'argument. — H n'est pas rare de voir les valeurs de fonction 
directes faire défaut pour des valeurs d'argument particulières. 
Les fonctions IIJ en fournissent des exemples. Car, puisque 

pouric = o, — esf dépourvu de sens, toutes les fonctions III 
pour iK zz: cessent d'être données. Il en va de même de 
X sin — Tcar sin j^ ne représentant aucune quanliLé,onnepeut 

dire que sin-rr-soit égal à zéro. 

/Ca;;= — aies valeurs indirectes /■(O + 0) — -\~-x, ;/'{0-0) 

— — co; c'est-à dire que a> tendant vers zéro cette fonction croît 
ou décroît indéfiniment. 

/(ic)zisin — a comme valeurs indirectes les valeurs indéier- 
minées entre — 1 et + 1- 

/ïic) — ê^ a les valeurs indirectes AO + 0) zz + oo , /lO — 0) = 0. 
En généralpla non existence des valeurs de fonction se pré- 
sente toutes les fois que pour une valeur d'argument la fonction 
est infinie, comme on dit souvent; car nos opérations analytiques 
sur les quantités pouvant fournir un accroissement indéiini, 
mais non point î'inflni de l'Idéaliste, il faut, quand une fonction 
semble devenir infinie en un point, que l'illusion se traduise 

dans quelque symbole dépourvu de sens comme — pour x :=0. 

Lorsque les valeurs directes, comme dans les exemples 
précédents, n'exislentpas, rien ne nous empêche de les rélablir 

conformément à notre but. Ainsi la fonction su sin— devient une 

fonclion complÈtement donnée, dès que j'ajoute la condition 
que pour x ^=0 elle soit nulle. 

ValearsUmiles indirectes. — Une troisième espèce de valeurs 
de fonction joue encore un rôle en analyse et doit tout au 
moins èlre mentionnée ici. Elles se présentent dans les fonctions 
définies comme résultats d'un passage à la limite. Les i'onctions 
IV en sont des exemples. 
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Considérons lu fonction /■{«;):= /i>ft,__ "ï. h^i On ob- 
lient, la t'oncUon définie commo limite, ici et dans tous les 
cns analogues, où on n'a pris aucune disposition, en donnant 
d'oèorrf à œ une certaine valeur d'argument déterminée, et en 
IttisanteniMïd; A infini. On trouve ainsi les valeurs directes 
,■/ V >■ 1 4- Ax "1, <: . , 

f[x) = hm, _ \ ' j ~ h^ ~-^ P°"'' ^ > 0. et 1 pour sc-::io. Les 

valeurs indirectes pour a; r; o sont + oo et — te . 

On obtiennes valeurs lirailes indirectes pour un argument 
X, en mettant à la place des ce dans l'expression qui suit le 
signe Uni une valeur d'argument différente de x, savoir x -\- s., 
et faisant ensuite en même temps h infini et s nul, ces doux 
variables devant être alors liées par une relation. De 

1 + A (iC + e)^ ' ' ' 1 + Ae^ 

La relation entre e et A sera, par exemple, s.h^ y. L'expres- 
sion précédente devient 

i +_ï , 

1+ f 
h 
dont la limile pour A — co est 1 + ï> c'est-à-dire, puisque y 
est arbitraire, une valeur quelconque. Les valeurs limites in- 
directes remplissent ainsi la distance entre les deux valeurs de 
Conclions extrêmes i]ui ici sont indirectes. lien est de même des 
autres fondions IV. La fonction Itm arcig hx a, pour 

iO = o, la valeur directe zéro et les valeurs indirectes + S- et 

— ~. Ses Videurs limites indirectes remplissent, comme on le 
voit aisément, l'intervalle des valeurs de fontions indirectes 
±; ^ ■ Seulement ii faut aussi bien remarquer que 'les valeurs 

limites indirectes peuvent sortir de l'intervalle limité par les 
valeurs de fonction directes ou indirectes, 

60. — Du saut des fonctions. — La plus grande différence 
entre les valeurs d^une fonlion directes ou indirectes, pour une 
valeur d'argument particulière, est d'un intérêt spécial. Nous 
nommons, *aMf celte plus grande différence. Par exemple, tt est 
le saut de îim' arcig hx pour x t= o. 

. La fonction II. , qui est 1 pour les arguments rationnels 
et zéro pour les autres, a pour tout argument une valeur de 
saui égale ii 1. 
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Dans la fonction II;, , qui pouL- tout argLimont do la l'orme 
Z 1 
p, oj a, prend la valeur _— ■ , el pour louL aulre 

est nulle, le saut esL -^ pour tout valeur cle l'argumeat. 

Z 
Darislafonolion Ile, qui pour as — pi pj... p.- acquiert 
Pi V^ P' 
1 
la valeur p, p^ p^. et est nulle dans les autres cas, le 



aàul est pour ces valeurs de a; égîil &. pi a^ o, et, pourx 

j'i p, . . .J*' 
irrationnelle, il est zéro. 

Dans ces fonctions de construction extrêmement simple, le 
concept du saut n'offre aucune difflcuUé. Mais on peut dans 
des fonctions plus compliquées voir de moins près le sens 
précis de ce qu'il fautentendre par valeurs indirectes extrê- 
mes. Dans la plupart des applications, il suffit d'une quantité 
lellê que le saut de la fonction peut en être considéré comme 
la limite, à savoir l'oscillation de la fonction, c'est-à-dire la 
plus grande difTérenco des valeurs de fonction dans un inter- 
valle suffisamment peiil enlourant un point. Cette différence 
maximum est aussi en général une limite de différences de 
valeurs de fonction dont nous établirons plus loin l'existence. 
Elie est une limite, car Irs fonctions ne prennent pas ordinai- 
rement les plus petites valeurs qu'elles Be dépassent pas, ni les 
pîusgrandes auxquelles elles ne deviennent pasinférieures.Les 
fonctions de l'article 58 en sont des esemples.Ainsi ia fonction 
la ne prend jamais sa plus grande valeur 1. 

C'est de cette limite des différences des valeurs de fonction 
que le saut est lui-mSme la limite, obtenue comme il suit. 
Considérons une valeur d'argument x et formons l'intervalle 

Soit, dans cette intervalle', g„ la petite valeur que ia fonction 
ne dépasse pas, £»„ k plus grande nu-dessous de laquelle elle ne 
descende pas, et dont nous démontrerons plus lard l'existence. 
Quand 5 diminue, ff„ ne peut pas augmenter, ^u ne peut pas 
diminuer, el tous deux ont donc, en vertu de la proposition II 
du chapitre suivant, des limites déterminées Ga et Ga, — si, 
pour plus de simplicité, nous admettons que les valeurs de 
lonclion.qui interviennent dans le calcul sont comprises entre 
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cleslimites [inics. La c|uanl,iL(5 f?„ — f?„ est le saut de la fonction 
aa point ic. Il ne reste plus qu'à montrer que lorsqu'on prend 
pour base l'intervalle (a; — 8„ x -j-Sj), où Si et Si deviennent 
nulsen restiintrun àl'ég.ard de l'autre dans un rapport quel- 
conque, on obtient la mCmo limite (?„— (?„. Supposons 5, >Si. 
et intivduisocis de nouvelles notations. Soient les intervalles 

{x-Z,.x + h) = A,, 

Je désignerai parles' les valeurs g de l'iotet'valle A„, . 
Aaa est conlenu dans 4i2, Au dans An '■ On a donc 

(11) ■> (12) -> (2î) 

(U) - (12) ^ (B2) 

La limite de Oq ne peut donc être autre que G„, celle de 

(fi) 

ffu que Oï. Il l'aut encore remarquer qu'on peut distinguer 
aussi des valeurs de saut unilatérales corres pondant à la limite 
de i)o et de ffu dans un intervalle (x — 5, x] ou {x. x + S). On 
désignera enfln à la manière de Dlrictilet ces valeurs de saut 
comme répondant à l'argument x — ou à l'orgument x -\- 0. 

61. — Da la coatinaité des fonctions en un point particulier 
de l'argument. — Une fonction est dlla conlinm pour une valeur 
particulière d'argumentic, si pour celte valeur le saut est nul. 
Le point est alors un point ds continuité de la fonction. Elle 
est dite discontinue en un point, si en ce point le saut n'est pas 
nul. Quand la fonction croît au-d-elà de toutes limites dans le 
voisinage d'un point le, ou qu'elle devient infinie au sens idéa- 
liste au point môme, elle est ('■gaiement diswnCmue ; en un 
pareil point en effet, il ne saurait exister de valeur do saut 
puisque ffo ni ffu Qû peuvent être déterminés. Le saul, ne pou- 
vant être évalué, n'est pas nul. 

Nous devrons ici encore distinguer une continuité unilaté- 
rale. La fonction /■(a;) sera, par exemple, continue pour un 
point X — 0, si la valeur de saut pour x — est nulle. 

Si nous parlons non pas de lu valeur de saut de la fonction, 
mais de sa différence maximum de valeur."» dans une étendue, 
différence dont le saut est la limite, nous énoncerons ainsi la 
condition de conlinuité : 

La fonction /"(x) est continue au point x, s'il est toujours 
possible de limiter autour de ce point un intervalle a-sez petit 
pour qu'il ne s'y trouve aucune différence des valeurs de fonc- 
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tion/(ic} supérieure il une quaiiLîLé prise aussi petiLe qu'on 
aura voulu. Ge qui veul dire, en langage analytique : Soient 
Ë et El deux quantités de signes quelconques. I^a conlinuilé de 
f{x) au poinc x fait qu'il y a toujours aux valeurs absolues de 
e et Ea une limite supérieure assez pel.îte pour que la valeur 
absolue de la différence 

r(a; + =)-/(« + .,) 
reste au-dessous d'une quantité prise aussi pelitc qu'on aura 
voulu. 

La condition habituelle, qui sert pratiquement à établir la 
conlinuilé, s'énonce un peu autrement. Il n'y est question que 
d'une quantité e, et elle exige qu'on puisse donner à la valeur 
absolue de e une limite supérieure assez petite pour que, abs- 
traction faite du signe, f[x) -~ f(x -f- s) reste au-dessous d'une 
quantité choisie aussi petite qu'on aura voulu. Les deux 
énoncés reviennent évidemment au même, car dans la première 
expression qu'on peut mettre sous la Jorme 

[Aa> + .)-/■(<«) ]-[/!■» + ■.)-/(«)] 
chacune des deux parties doit tomber au-dessous de toute 
limite, et, la deuxième expression résulte de la première quand 
on fait ï ou 6| nul. 

Si on prend pour la condition de continuité l'expression 

f{x) _ l[X + E), 

on voit immédiatement que si la Viileur f(x) n existe pas, le 
point iC n'est pas un point de continuité. It ne pourra le devenir 
que si, pour la valeur de fonction qui manque, un fixe à volonté 
une valeur propre. Ainsi la fonction x sin - au point a" n: o ne 

peut être regardée comme continue que lorsqu'il e.st posé 
qu'elle est nulle pour x ::= o. 

Pour ce qui est des fonctions de l'art 5S, il no saurait être 
question do continuité à propos des ('onctions I non complète- 
ment données. 

Des fonctions II, II a ni II h ne sont continues pour aucun 
point. La l'onolion le est continue pour tous les points irra- 
tionnels, discontinue pour les points rationnels. 

Les fondions Itl et IV sont toutes — et celles du groupe V 
sont en partie — discontinues au point at =:= o. 

62. — De la continuité des fonctions dans un intervajle. — 
Si une fonction est continue sur une étendue, non seulement 
la valeur du saut est nulle en chacun des points, mais encore 
cette fonction se fait remarquer à propos des plus grandes 
différences de fonction qu'elle présente dans un intervalle de 
cette étendue de continuité. 
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Nous avons vu plus haut qu'une fonction peut ne pas pren- 
dre réeHemcnl. la limife supérieure de ses valeurs dans un 
inlervalle (Fond. 1 a de l'art. 58). Encore nous faudra-l-il 
démontrer l'esislence d'une pareille limite supérieure. Je vais 
m'appuyer ici sur une proposition qui sera démontrée plus 
loin (Art. 64, III), k savoir que une fonction continue dans un 
intervalle y possède réellement des vaîeurs maxima et minima, 
et non pas seulement des limites supérieure et inférieure. 
D'après cela, l'oscillation ou lu plus grande différence de 
valeurs dans an intervalle de la fonction continue est la diffé- 
rence de deux valeurs que prend réellement la fonction dans 
cet intervalle. Soit (a!i, aïs) l'intervalle, f(x) la fonrtion. Son 
oscillation dans l'intervalle (,^i, xa) a donc la forme f(x") — 
flço'), abstraction faite du signe, 



Si une fonction est continue en chaque point d'un inlervalle, 
ses rapports aux valeurs voisines sont par là établis en chaque 
point et, par conséquent, de point en point, pûur tout l'inter- 
valle. Pour exprimer de pareils rapports, bornons la fonction 
continue à l'intervaîle {0, 1 ); mais imaginons que !a fonction 
se prolonge dans la direction œ > 1, poor la voleur /( 1 ), et 
dans la direction ce <. o, pour la valeur f[o), afin de pouvoir 
traiter aussi les extréniilâs de l'intervalle (0, 1) comme des 
points intérieurs. Puis introduisons certains intervalles ^. 

Les inti rvalles &. — Soit M la plus grande différence de 
valeurs de fUa) dans l'intervalle (0, 1) et (». une quantité < jtf. 
En outre, soit i l'intervalle maximum qu'un point iic partage 
en deux parties égales, — ( et que nous regarderons comme 
correspondant h ce point) — où l'oscillation atteigne la valeur 
[>.. Je remarque expressément que les intervalles d> ne sont pas 
liés à l'intervalle (0, 1). Au contraire, i cause de la précau- 
tion prise au sujet de la continuation de ffxj, ils peuvent 
dépasser les limites et 1 ; et, pour les points voisins de ces 
limites, cela aura toujours lieu, x el^ déterminent évidemment 
A, et voici ce que l'on peut dire de ces quantités. 

— SuppO.sons d'abord x fixe. 

i diminue et augmente en môme lemps que |j.. Si |i aug- 
mente. A peut ne pas croître d'une manière continue comme le 
montrent des figures faciles h construire ; mais il doit croître 
sansinterruplion. Car si on supposaitqueiA variant de |j^i &m , 
A restât constant, mais qu'd possédât pourri <[)ii uqe plus 
petite valeur A', qui pour [J- = [»., deviendrait égale à A une 
diflérencc cïe valeurs \^i — ]ii de la l'onction /(œ) devrait nécessai- 
rement tomber dans la différence dosintervaîlesAelA'. Celle-ci 
se compose de deux intervalles qui ont zéro pour limite quand 
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A' tend vers A- Peu importe comment la différence [a^ — |j.| se 
disLrihuera dans ces intervalles, elle s'y conserve, ot, si on 
rend les intervalles de plus en plus petits, il y correspond au 
moins une discontinuité de f{x). Ainsi donc : 

Si on imagine que [i. a-oisse ou décroisse d'une manière con- 
tinue, 4 augmente ou, diminue en même Umps, sans prendre la 
même valeur pour deux valeurs de ij.. Mais i peut varier par 
sauls brusques. 

En outre : Lorsque f{x] n'est pas constante autour de la 
valeur considérée de ce, ^et [j- tombent en même temps a't-des- 
sous de toute limite. 

En effet, si i reste supérieur h une limite ^j, pendant que 
il devient aussi petit qu'on veut, il ne peuty avoir h l'intérieur 
de Al aucune difîérence fonctionnelle. Mais si !a valeur de x 
considérée est située dans un intervalle ofi la fonction soit 
constante, A ne peut tomber au- dessous du double ne la dis- 
lance qui sépare x de l'extrémité la plus voisine de l'intervalle 
constant. 

Nous avons considéré d comme ibnclion do \i. et nous 
posons A=î (^, 1*) puisque. A dépend aussi évidemment de a-. 
De ce que nous savons sur lii relation qui lie A ^ l* nous 
pouvons déduire ce qui suit pour la foncUon inverse j*— p(a?,4). 
Faisons décroître 1 d'une manière continue, là où 4, fonction 
de [j., passe brusquement d'une valeur 4, à une valeur différente 
Sii, — Il restera simplement constant, A variant d'une manière 
continue de Û| à i a . 

Ainsi donc : Pour tout valeur de a; autour de laquelle i {x) 
n'est pm constante, la fonction y ::z ^ {x, A )Jom(>e avec A "î*- 
dessous de toute limite sans jamais croître. Elle peut toutefois 
rester invariable pour des étendues de l'argument. Pour des points 
X autour desquels ï{x) est constante^ if.' fonction de£^, atteint le 
zéro plus vite que A ei reste alors nulle, pendant que A diminue 
encore. 

Je remarque endn que pour les considérations qui suivent 
on pourrait aussi utiliser l intervalle miniOTMnt oii l'osciUaLion 
de la fonction atteint la valeur (j-, tout comme aussi dans les 
deux cas, les demi-iQterval!es(a> — A,^},(a;,fC -f i). Bornons- 
nous cependant pour le moment h nos déterminations de tout 
à l'heure. 

Etude de la fonction ^^. i^( x, )>■ ), x étant !a variable. -^ 
Supposons maintenant !>. constant et étudions 4 comme Tonction 
de X. Ici se place tout d'abord une proposition que nous devons 
il M. Liiroth (•) : 

(•) Math. Ann. VI. 319. — 
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^ est coniinupar rapport âx\ il a donc une valeur minima 
A^ et pren'l cette valeur pour aie aertame valeur de x, «?„, 

l'reno'isdans l'intervalle (o;— ,5— , a; + i^J ou A 



lin poinl Xi donl la disLance à x soîl S. On a itlors : 

car jusqu'il (sf(iK, v) — 5 on pourra toujoui'sagrariclir-^ !p(a;i|i) 
sans que la différence masimiim de valeurs de f {ai) dépasse ^. 
Ed outre -n-ç {su, \f-) tie pourra être supérieur à ■g-(p (aï, [ji) -f S, 
sans quoi on pourrail élargir l'ioLervalle A- Mais de 

{ T [«--^ - t^) ^ U (^. t^) + S 
|(p(a;. ,|^)>^(f (a?, |x}— S 
résulle 

Oi' 5 élaof. la valeur absolue de Xi — :v., f {x, , [*.) — m (a;, u.) 
tomba axec Xi — a; au dessous de toute limite. 

H est h remarquer que l'inégalité précédente, quand on 
récrit 

— 2<îj£LJiLi:L£iîiJi)< 2 

fixe des limites au quotient différentiel de ^ par rapport fi x 
qu0 ce quotient soit ou non déterminé. Ainsi donc f (x, |J.) es 
continu ; il existe une valeur minima /\^ de /\, et dans tous 
les cas au moins un pointée, OK.'^K. 1, auquel elle correspond, 

Le minimum. ;\„ de \ z^ '^{v^). — La relation entre |j 
et 4o a beaucoup d'analogie avec celle qui existe entre [i. el 
A r^ tp (œ, \i.), quand x est flxe. 

ûo tombe au desxous de toute limite. A une valeur. particu- 
lière ^ corresp'tnd une va'eur \^ déterminée, et si f»., varie. A 
varie aussi, diminuant ou augmentant en même temps ; mai 
Hkf peut n'être pas fonction continue de tf.. /\t doit tomber avec 
^ au-dessous de toute limite, car, pour une valeur particulière 
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à&w, autour de laciLielk f(x) n'est pas constante, A^= f ("'i I*) 
tombe au dessous de toute limîLe. Ainsi pour !a valeur particu- 
lière iC| ,A„ comme minimum est toujours ^? (iCi . n). 

En outre il résulte do la définition de /\o lu'à chaque \i. 
correspond un seul Ao- H faut encoro montrer qu'à deux \i. 
différents cotres pondent deux A» différents. Admettons que 
|j. ait diminué jusqu'à (i,, et qu'à ces deux valeurs de i* corres- 
pondent des miniraa Ào égaux. SoitiCole milieu de Aopourfj., 
Xj, pour fAi tSa ne peut tout d'abord ôtre égal h xi , parce que 
f [x, \!-), œ étant fiKe, varie avec \^. Mais, pour la môme raison 
Xi ne peut pas être ^ x„ parce que ç (iC„, |i, ) <Ai -^odoit donc 

varier quand |i varie, et il doit pour la môme raisoii et à for- 
tiori diminuer, ., 

^0 peut n'être pas fonction conLinue de y; oommele montre 
la figure suivante sur laquelle on peut éludier la varialion de 




Le trait accentué figure/)|ic),et nous supposons |i, <|-i. <H£ +\>-s. 
Alors le minimum Au sera > a jusqu'à ce que ;a s'abaisse îi n,. 
Dès que [«. ^- jj.,, A o devient b. — 

Si au contraire A „ est l'argument, et jt. la foncdon, la relation 
[1 = P (ûo) est tout-à-fait analogue à la relation [j, = p (œ, A), 
pour un x détermin'^, autour duquel /\aj) n'est pas constante. 

(i^z:Pfio) décroît quand ^i, décroît Sans jamais croîlre \ 
celle fonction peut, pendant que, ho diminue d'une manière con- 
tinue, demeurer constante sur certaines étendues, mais elletombe 
avec Ao au-dessous de toute limile. 

De ces simples considérations nous tirons aisément des 
propositions utiles sur la continuité des fonctions. 

Do !J. = p (.c. A) résulte 

r{cn)-f{x + ^) = f{a^,^). K, 
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où K < 2, et où p {x, /^) représente une fonction tombant en 
même lemps q.ie û, sans.ja,mais uroître, au-dessous de toute 
limite. En posant 2p (j;,^ ), zr r {ce, £i.), nous obtenons 

f{^)-f{x^\)^r (a;, i). K, K<1 

comme Formule de di^linifion du la continuité. Elle est encore 
valable, comme on s'en rend compte aisément, si f{a}] n'est 
continue iju'au point x. Pour la nature de la continuité, !a 
fonction r(ic. A) est caractéristique. C'est la quantité que, j'ai 
nommée degré de coniinuité au point, x. {") J'y reviendrai 
plus loin. 

Enfin, il résulte de jj- = P ( A o) que 

f{x) -/-(.T + i) ^P(i). K, K<1 

pour tout point x de l'intervalle (0 1), — où P ( A} désigne une 
quantité décroissante avec£i sans jamais croître, et finissant 
par tomber du-dessous de toute limite. 

Celte égalité sigoifif en somme que le degré de continuité 
(le la fonction i un minimum ce qui n'était pas plus nécessaire 
que le fait qu une fonction oit dinu un intervalle une valeur 
minimum puisqu elle peut tombai au-dessous de toute limite. 
Mali entaisint abstraotmn du degré de continuité que nous 
m \oulon5 pis encore débnu ici ivec une complète précision, 
\ iiLi I L qu jn déduit de 1 égaillé précédente : ■ 

P^ui irtue qi^antili £^ on peut déterminer une çuanU'ld [i 
d/ff lente de ^> j iellp que n supposant 5<^,e(0<if<l, 



La différence f{xj — A" + ") tombe donc en même lemps 
dans IinteiVdlle entier au-dessous de toute limite, non pas à 
coup sut avec la même rapidité aux divers points. Mais on 
peut déterminer des quantités ^, , \t.a, ... se succédant aussi 
rapidement qu'on veut et y faire correspondre des intervalles 
Al. ^i' ■■ de telle sorte que pour S <ûi, < A a ,■■- A^^) — 



(■)Ziu' Ciesctichto dor trigonomctriscîien Reihen, TubinpenH. Laupp, 
(page 41). Comptes rendus, 18 avril 1881. J'ai depuis amplement discuté 
cette matière dans un mémoire qui vient de pai'aitre dans le centième 
volume du Journal de MaUiématiques pures et appliquées (Ancien Journal 
de Creile), sous le titre « Ueber clen convergengraU der variahein Reihen 
und der stetigkeitsgrad der Funclionen zweier argumente. » 
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{loi -\- 5) soiL dans tout l'intervalle < [i, , |aj , ... Cette remar- 
que importante a été faite pat' M. Heine (') qui a nommii cet 
état de clioses coHfmwii^ Mnt/br'»iÊ. Je n'aime pas celte déno- 
minalion. Eilo éveille de fausses représentations, quand on 
est armé du concept du degré de continuité. On nommerait 
alors uniformément continue dans im intervalle une fonction 
qui y possùde tout le temps le même degré de continuité, 
comme pour toute valeur de a; les fonctions e', siw a;. El. c'est 
alors un théorème dû à Ampère que des fonctions ne peuvent 
être uniformément continues que si ^ eslje degré de conti- 
nuité de f{x) — f{x -\-[^- Une fonction /ic ne serait pas unî- 
forméuient continue dans l'intervalle o <(c _< 1, car pour 
X ^z: o, \/^ est son degré de continuité. A mon avis, on se 
conlormo mieux aux faits, en nommant l'égalité 

le pi nic/pf de hmitatmn du deg)é de continu t 

63 — De la continuité anorthoide —la indili nd conti 
nuité &l!ntériei.r d unmtcniille Lnlipr inipli 1 1 n lii iioi) 
notable du concnpt g^neiil de fonclion iir i i i Lanj 

5 ittacher trop d importance C Cit que r m Je 

pouvoir noub (oi m i uop image conven ilil i i I unû. 

ionclion soumise fi celte spuIp condili n i i l i hi,u 
poui les fonctions élément mes de 1 anal, SI Tioniln'! I Émpf 
iisLp(art 37 8) adô]^dil que lihgnp de dématcilion ou plutôt 
la zone de séparation des dipendinces orthoidn et morlliéld^ 
Icaveise le dûmamo dis funuUons continues de boiIo qu li t a 
une continuité anorthoide qui fait encore 1 objf t d un chapitr*- 
intéressantdeîaltiéoriegénéialpde fonctions Ilyaplus Si on 
approfondit ces considbi al ons, on voit bientôt qup la contmuilé 
prttioîde a précisément le Ciiractère de l'e-foeption, de la parli- 
cularité, vis-à-vis de la continuité anorthoïde qui e>t à priori 
beaucoup plus vraisemblable. Il faudra pourtant étudier cela 
avec plus d'exactitude dans la Ihéono du quotient différentiel. 
Je voudrais ici insister encore un peu sur notre impuissance, 
signalée par l'Idéaliste (arl. 39), à nous former une représen- 
tation do la continuiié anortboïde. 

Je considère le groupe de l'ooctions V de l'arl. 5>i 
S \ ski, cùs {nipCCi {") 



n Boicli. Journ. vol. î-l, p. 188. 

(") Dans l'ai-liclc 58 il y a [i^ au lieu de 
sans préciser sin ou cos, parce que dans '•■ 
plus comcaocle. 
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Celle forme fiTialyliquo peut fournir à une bonne partie de 
la Ihéorie générale des fonctions des exemples instruclifs. 
Aussi y consacrerai-je un chapilre spécial. Suivanl l'accpoisse- 
meol relalif do p. wij, , X ^' elle lournit une suite graduée de 
fonctions qui conduit des fonctions les plus générales aux 
fondions continues de variables complexes. 

En supposant que X ^ croisse en môme temps quep, d'a.- 
bord assez IcntemenI, nous rencontrons premièrement des 
fonctions partout discontinues non inlégrables, puis des lonc- 
tions partout discontinuas inlégrabtes. Ensuite commence et se 
continue, pour une détermination convenable des m. , la classe 
des fonctions conlinues sauf fin des points isoles ou sans 
exception, oondifférentiables — eldesfonclions différentiables. 
Vient ensuite, A' '■ croissant ds plus en plus rapidement, et 
mp croissant convenablement, la foule des tondions continues 
avec tous leurs quotients différentiels, mais non re présentables 
par l.T séné de Tayloi, et enfin on parvient au domaine des 
fonctions, eîipDmables en séiies entières, de la théorie des 
fonctions complexes 

)tù iginons maintenant une fonction f(j.)z:z lim f (ci 

:= hm i A; fo? i7i, 3-, qui représente une fonction anoi- 

mme ednlinup non difîi lentiable On peut =ana doute se 
reM^^yriter la marcbe d une seule fonction îj, sm m, a On 
peut' 'ài^?i, SI grand que soil n, imaginer tracée une flguie 
ne™ ae \i fonction fnC) ft on reconnaitri claiiement que la 
tan^eiite iV possède pas de position limite dotermipée, et la 
fonction fnW restera toujours h. nos jeu-ï, quelque grand que 
so]t«, une limitation daire plane, Voild évidemment tout ce 
que nous sommes en étal de nous représenter. Dès qu'on passe 
de !a fonction /„ [x) h la fonction f\a:) ::= lin fn {w) , toute 

représentation cesse. Je remarque expressément que cela ne 
lient pas h une trop grande complexité ; la fonction cesse d'être 
représeotable en principe, comme l'inflni, l'inllnimenl petit, 
l'action à distance, comme la véritable essence des choses, 
comme tout ce qui exigerait, pour être perçu, des sens que nous 
n'avons pas. 

Les fonctions anortJtoides ne peuvent correspondre d aucune 
image, et nulle image de fonction ne peut être envisagée comme 
approximation d'une pareille fonction. 

Si on fait croître assez vite le nombre n dans fn {ai), tout 
intervalle entre nombres dyadiques,à numérateurs ditTérent de 
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1 el îi dônoniinaLours croissant indéfînimeiil, conliendra des 
maxima de !a fonction oacilianle fn (ic). Passe-t-on à la limite à 
la manière de l'Idéaliste, des nombres dyadiques naît la pan- 
tachie complète, et dans les intervtilles enlre les nombres 
subsistent les maxima. Pour so l'ormer une représonlation réelle 
de la ionction /"(a?), la première condition serait donc qu'on 
pût se représenter ia pantachie complète de l'Idéalislc, ou, au 
mo'ns quelque chose d'approchant. Nous avons vu que celii 
est impossible ; mais il s'y ajoute cette condition essentielio de 
se faire une image de l'inAniraent petit dam son rapport avec 
le fini, ce qui est également impossible. 

Pour ridéalisle, la correspondance géométrique des va- 
leurs de fonction k la pantachie complète de; valeurs, d'argu- . 
ment ne cesse donc pas, mais sans répondre môme d'une 
façon approchée à une image Aussi il n'est pas impossible que 
des considérations ou conclusions auxquelles l'on'^cmLdp des 
valeurs de /■„ [x) sert de fondement quand on les t^lend à 1 équi- 
valent géométrique de la ionrtion /■ (a) comme dit ! Idi, ilisie 
donnent lieu à des paradoxes 

L'Empiriste peut-il se fane une image approchée di ia dé- 
pendance anorlhoïde? Natuiellement non car elle existe pour 
lui aussi peu que la pantachie romplète comme 'système de 
points. Pour l'Empirisle, la fonction de tout-à-l heure f{x) 
no désigne qu'une formule, qui permet de calculei pout lojilo 
valeur d'argument une valeur de tonclion avec une appcovi- 
mation arbitraire. Elle dctnimine donL poui lout argumonl 
rationnel ou irrationnel, ou pour tojle loi qui i^pand y. une 
valeur d'argument irrationnelle une loi coLii>,{iondmli n m 
plaçant, pour ainsi dire, la v deur de fonchon 

64. — Construction numérique des valeurs de fonction hypo- 
tJiétiques- — L'image géométrique des l'onctions qui en pos- 
sèdent une nous dispense de maintes démonslralions pour 
l'e-xistence de certaines valeurs particulières de ia fonction, 
qu'il arrivera de supposer, comme, par exemple, s'il s'agit de la 
plus grande et de la plus petite dans un intervalle. 

Si une démonstration aussi bien qu'une explication consisle 
au lond dans un enchaînement satisfaisant de représentations, 
liant une représentation Iroublante à une représentation finale 
bien familière, l'image curviligne des Ibnctionspeulpleinement 
nous suffire comme représentation finale. On la reslrcindra 
selon les rigueurs de la précision mathématique, et on e.\igera 
peut être de telles courbes que leur marche possède les pro- 
priétés essentielles des courbes algébriques. 
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Or, les considÈralions de l'arliole précédent monlrenl que 
toujours dans les iouclions ancrlhoïdes une représentation 
finale familière de ce genre fait absolument défaut. Il ne s'y 
trouve pas d'intuition déterminée et nette à laquelle nous 
puissions nous référer. L'analogie des courbes rcprésenlables 
peut iournir quelque chose de juste, seulement nous n'en 
avons aucune garantie. Personne, par exemple, ne sentira la 
nécessité d'une démonstration pour ce fait qu'une fonction 
comme a?°, sinœ, etc, entre deux points qu'elle lie d'une ma- 
nière continue, prend toute valeur intermédiaire. Mais dans 
les fonctions anorthoïdes, cette proposition n'est nullement 
évidente. Leur image pour l'Empirisle n'est jamais qu'une 
masse aussi compacte que l'on veut de points séparés, et la 
proposition ne prmrra donc résulter que de la condition ana- 
lytique de la continuité. 

Dés que nous accordons à l'image curviligne une plus 
grande multiplicité que ne présente, par exemple, le concepl des 
uïoufbeâ^algébriquesvnous voyonsjjuerinluilion, quand ilpeut 
eiiiêtre question n'est sûre que si elie se fonde sup une expé- 
■m^ncé'.'SHiEfisanteiUu exemple très înslructi! est offert paneette 
■^ogoBitîoii^i'Un.elonction toujours fluiedansune intervalle y 
Tônietei^ uiie 'Valeur iiiasima et une valeur minima. — 
iUrL^ptofitueçidansle domaine expérimental de la théorie, .des 
iï)iJéJil*î»}0 est prêta l'accorder tout de suile : et pourtant elle 
^stt^riîBBidé^è-JKWr.des fonctions qui sont orthoïdes à l'cscep- 
-tieiîideaéeiJtiiinâ^oiails particuliers. En vérité nous ne le savons 
:qiïfe''pai'CB!qUff3eJ'jdiscontinuités des formules de Fourier, et 
-d'Épiriey^àiïli'fes exemples snns nombre, comme les fonctions la 
^ H'aiiticle^ëS/ntràs^I'ont. appris. .' 

■'" D'fiî11éut's'-paï''iri'liiitioti on conclut souvent h îles' dépen- 
'd'ances limites, dont l'existence ne doit pas à la vérité être 
mise en question, mais qui, à cause de leur mode de forma- 
lion également compliqué pour l'Idéaliste el pour l'Empiriste, 
ne peuvent nullement être considérées comme établies avec la 
rigueur mathématique. J'ai en vue entre autres les courbes 
enveloppes qui peuvent prendre naissance de deux manières. ■ 
Une enveloppe est ou bien (pour Tldéahste) le lieu des points 
d'intersection successifs des individus en nombre infini d'une 
suite infiniment dense do courbes; — ou bien la limite du 
contour du domaine total que couvrent les segments d'aire 
plane limités par les courbes individuelles. 

Qu'il s'agisse, par exemple, d'enveloppe de cercles. Dans le 
cas le plus simple où les centres d'une. série de cercles égaux 
décrivent une ligne droite.l'enveloppe se compose évidemrnont 
de droites parallèles à celle-là. Seulement si les cercles ne sont 
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pas égaux, ou si le lieu de leurs centres n'est pas une droiie, 
ou enfin que ni l'uQ ni l'autre n'ait lieu. Sa formalion delà 
courbe enveloppe ou de ses points isolés n'est pas, niême avec 
les foDCtions les plus familièfes, d'une nécessité tellement 
évidente qu'on ne sente vivement le besoin, pour l'établir 
de procéder avec plus de rigueur qu'on n'a l'habitude de le faire. 
A plus forte raison ce sera le cas, si ies centres ou les 
rayons des cercles sont soumis à une variation anirthoïiiiquc. 
Qu'on tire l'enveloppe, par exemple, de cette représentation que 
les cercles couvrent un domaine dont le contour u pour limite, 
quand leur nombre augmente, l'enveloppe des cercles, — celle- 
ci sera également anorthoïJique, Mais nous avons vu qu'une 
dépendance anorthoïdique qui n'est pour i'Empiriste qu'un 
système de points aussi resserré qu'il voul, ne peut être consi- 
dérée comme limitation d'un domaine; l'existence de la fonc- 
tion qui correspond à la courbe enveloppa ne peut donc pas 
être démontrée de cette façon. 

La. méthode de démonstration de l'existence de3.valeur,s:de 
fonction hypothétiques consiste en ceci ; .que; l'on montre 
comment elles peuvenl être exprimées numériquement, psr 
exemple, par une fraction décimale dont on pourrait calQulef 
chaque chiffre, si les quantités indéterminées du problème 
étaient données numériquement, J'ai déjà donné (arl. 46),ieti 
formant l'expression de la limite d'une suite de rfu&nlîtés 
croissantes, un exemple de "p-drQiUesConsti-îictioiis.numén'ques, 
comme je les ai nommées; je vais dans cet article ^canS^ 
truire numériquement quelques autres valeurs de l'oociion 
hypotiiétiques, et mon choix est tombé f-nr des. théorèmes 
tout particulièrement connus et auxquels beaucoup :d'iiulr4is 
analogues, peuvent se ramener. J'observe pourtant, .q.u'jîi ne 
faut pas songer ici h épuiser l'objet ou seulement à donner 
une vue générale des espèces possibles de valeurs de fonc- 
tion hypothétiques numériquement représentables, que les 
recherches peuvent mettre au jour dans la théorie générale, 
des fonctions. 

1. — Pour toute fonction î (rc) et dans tout intervalle {a, li) . 
de son argument, oit elle reste comprise entre des limites finies, 
— il 1/ a une valeur minima qu'elle ne dépasse fias dans cet 
ialervalle, et une valeur maxima à laquelle elle n'est pas in^é- . 
rieure. Nous nommons de préférence. ces valeurs « limites 
supérieure et inférieure des valeurs de fonction. » 

Démonstration de l'existence de la limite supérieure. — 
Supposons, ce qui n'est pas une reslriction, la fonction f(œ) 
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> dans l'iiiLervalle (a, b), cL considérons les mlervalles de 
l'onction : 

^y ^1, 1 <!/^2, 2 <y^3 « <>^m+l. 

Si nous considérons main(en-inb Fensemble des valeurs de 
fonction /"(a;) dans l'intervalle {i, Ij), il y aura un dernier in- 
tervalle Ko < y ^ *( + 1, où tomberont encore dos valeurs de 
foncLion app£fr[ën"ant à l'iolervalle (a, h). 

C'est d'une affirmation semblable que découlentla plupart 
des démonstrations de ce genre. Or, puisqu'il intervient un 
ensemble de valeurs de fonction, il nous faut l'examiner de 
pius près. Pour l'Idéaliste il n'y a là rien qui ne scit irrépro- 
chable. Il a en vue son équivalent de fonction géométrique 
consistant en toutes 'ses valeurs de fonction construites sur 
toutes les valeurs d'argument d'une étendue {a,b); et quand il 
s'agit de savoir si des valeurs de fonction appartenant à cet 
ensemble tomberont ou non dans un intervalle de valeurs, il 
lui importe peu que le nombre des valeurs de fonction soit fini 
ou infini ; ou bien il tombe des valeurs de fonction dans l'inler- 
vaîie, ou bien il n'y correspond aucune de ces valeurs : tertium 
non datur. — L'Empiriste se heurte au contraire àdes difficultés 
qui naissent de son concept de l'argument, puisque la panla- 
, chie complète des valeurs d'argument considérées, simultané- 
ment, ou des valeurs de foncfion correspondantes n'existe pas 
pour lui. Toutefois, à l'égard ce ces difficultés, la limitilion du 
concept général de fonction établie au commencement de ce 
chapitre, lui vient en aide. Si on s'en lient au concept de fonc- 
tion de l'Empirisie, noire proposition est également irrépro- 
chable,car la fonciion consiste, k ses yeux, en formules valables 
pour des ensembles dénombrables de points particuliers de 
l'argument, et en une formule générale pour ]o reste do la pan- 
iitchie complète de l'argument. Considérons d'abord cette 
dernière formule générale, sans tenir compte des points ex- 
ceptés. De quelque manière que l'on s'imagine cette formule, 
analytiquement ou d'après la ttn^orie des nombres, il faut que 
sa signifîcaLion soit telle que nous puissions décider si les 
relations 

sont ou non possibles en même lemps. C'est là le résidu logi- 
que de la question, l'hypolbèse nécessaire de l'Empirisie, 
Quant aux ensembles dénombrables des valeurs de fonction 
exceptées, les limites supérieure et inférieure onl toujours, 
pour elles un sens très clair, comme cela résulte dé la théorie 
exposée au chapitre suivant, des limites d'indélerminalion. 
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Pouc ladémonslration qui nous occupe, il nous suffit de nous 
en rapporter îi cette proposition évidente que les valeurs indi- 
viduelles d'une suite quelconque de quantités toujours finies, 
finiront ou non par dépasser une quantité donnée d'avance. 

Après ces réflexions, la suite de la démonstration est très 
simple tcp < y < «0 + 1 était le dernier intervalle de la suite. 

o <!/ <^i, 1 < y £2,2 < 3/ 1^3, etc. 

où tombaient des valeurs de fonction correspondant à l'inter- 
valle d'argument [a, b). Partageons l'intervalle Kj < y _< «„ -j- 1 
en dixièmes 

Parmi ces intervalles il y en aura encore un dernier contenant 
des valeurs de fonction f{x), (^ ^ a; ^ *• Pour ce dernier, soit 
m= a,. Continuons de même. Comme terme de ce processus, 
nous obtenons une valeur 



qui est la limite supérieure en question des valeurs de f{x) 
dans l'intervalle (a, b). D'après son mode de formation, aucune 
autre valeur particulière de la fonction ne peut la dépasser, 
car les valeurs de fonction ne dépassent pour aucune valeur 
de p la quantité «o, «i "a... («^ + !)■ ^^ !"■ différence entre 
celte quantité et la fraction décimale sans Qn k„, a, a^ . . a^ , 
lorsque p croît, tombe au-dessous de toute limite. Il n'y a pas 
de valeur plus petite jouissant de cette propriété, car toute 
valeur plus petite est dépassée par une valeur Ko, a, a^ ... a,, , 
et toute valeur de cette forme est dépassée par les valeurs de 
la lonction. 

Remarque complémentaire. — Il est à peine nécessaire 
d'ajouter que le théorème est encore vrai dans le cas d'un 
intervalle indéfini, si, par exemple, cet intervalle comprend 
toutes les valeurs d'argument a; > a, intervalle que nous 

désignerons ainsi (a, oo). Car p.ir la substilulion x z^- à tout 
argument de l'inlcrvalle {a, co) correspond un et un seul 
argument de l'inlervalle (- ,o\. 

A cette proposition qui s'applique aux fondions en général 
s'en rattachent d'autres ayant trait à des fonctions soumises à 
certaines reslrictions, comme l'inlégriibilité d'abord, puis la 
continuité. Il sera question plus tard de l'anorthoïdie intégra- 
is 
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ble. Pour le moment, nous devons démontrer quelques pro- 
positions particulièrement utiles, concernant les fonctions 
soumises à la condition de continuité ; (il eu est une d'ailleurs 
sur laquelle nous nous sommes déjà plusieurs fois appuyé). 
Ge sont des conséquences directes de la, proposilion suivante 
réduiteà sa plus simple expression. 

II. Soit une fonction f{x) continue dans l'intervalle (0, I), 
supposons r(o) > 1(1) ; enfin soit y' une valeur quelconque 
satisfaisant à l'inégalité ï(o) ^ y' > Hl) l '^ y " toujours ime 
valeur minima x' {o <. x' < i), pour laquelle on a f{aj') =z y'. 

Démonstration. — Partageons l'intervalle (0, 1) en dixièmes : 
< » <_0, 1 ; 0, 1 < af <;0, 2, etc. 
et soit o, «i<^^^o, a, + 1 l6 premier dixième où les valeurs 
de fonction ne soïït pas foutes ^p'. Partageons de nouveau 
en dixièmes l'intervalle o, a, < œ ^ o, k, + 1, et soit o, a, a^ 
<■ flî < o, ai aj ■< 1 le premier centième d'iûLervalIe (0, I) où 
les viïîëurs de fonction ne sont pas toutes > p', etc. Soit alors 

œ' = 0, a, tti . . . 
Il faut démontrer l'égalité f\a:') zn y'. 

Dans l'iotorvallo o, «i cc^ . . . «j, < a;< o, k, a^ - . . ap + 1, 

soient y^ - Vk les limites supérieure et inférieure des valeurs 
de fonction f{x). Nous avons simultanément 

y, =y ^ Vk 
yTkn-')^yT 

(p} M 

Or la difTérence entre pg et yt lorsque p augmente , pont 
devenir aussi petit que l'on veut ; il ne saurait donc y avoir de 
différence entre j/' et f(x'), car cette différence devrait être 
indépendante de p. 

Si c'est l'intervalle (a, 6) au lieu de {o, i), dans lequel la 
fonction est continue, que l'on prenne pour argument 
aia -[- 1 {à-a], et ( ira de o à i, pendant que œ variera de a à 6. 

Dfi la proposition précédente résulte immédiatement : 

XI. Quand une fonction ({x) est continue dans un intervalle 
{a,b), il y a pour toute valeur y' située entre ila)el î{b) une 
valeur œ' située entre a et b, telle que i\x') zr y'. S'il existe 
plusieurs valeurs intermédiaires a>' de ce genre, il s'en trouve 
parmi elles une qui est la plus petite x^< et mie qui est la plus 
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grande x ■ Pour c-es valeurs on a donc les relations : 



m. Une fonction î(x) continue dans un intervalle {a,b)y 
devient égale àun certain instant à sa limite supérieure et à sa 
limite inférieure. {') 

Démonstration. — H suffit de considérer, par exemple, la 
limite supérie!;re..Je suppose tout d'abord f{a) ^f{^}< ^t» pa'' 
exemple, /"(«) <^ /'[ô). Nous pouvons encore pour simpliQer 
poser f {a) ^ o, sauf à lever eosuite facilement cette restriction. 
Soit maintenant A 3: Bo, Pt pa. . - . la limite supérieure des 
valeurs de fonction f{a)) dans l'intervalle {a, h) ; la fonction, 
d'après la définition de cette limite, prend dans {a, b] des 
valeurs comprises dans l'intervalle (A— S, h) si petit que soit 
S. Supposons A ~S > p„ 8, p^ ...% eteoil/" une va- 

A— S 
leur do fonction satisfaisant à la condition h — S < /" < ft. On 

A — S 
peut alora concevoir, au sens de la proposition II, les quan- 

. t-ités pc; po, Pu Po, p, p3, pD, Pi Pï Pï Comme 

valeurs intermédiaires de f(x) entre /(«) et /' , auxquelles 

appartiennent les plus petites valeurs intermédiaires de l'argu- 
ment, iOo, Xi 0)2 .... Xp . En diminuant 5, nous pouvons faire 
croître p. De là résulte que à la suite illimitée Po; Po, pi; etc. 
correspond une suite iltimitée ^o, a^i, '"s, .-. de valeurs tou- 
jours croissantes, mais n'atteignant pas b, qui possède donc 
une limite : Appelons-la X H faut alors montrer que /"(-ï) =z h. 
Limitons autour de X un petit intervalle 4, Il renferme des 
valeurs de fonction po, Pi pj ... Pn , que je désigoerai par 
h — S^ , où par conséquent ^p, quand p croit où que A décroit, 
tomba au-dessous de toute limite. Soit t la plus grande diffé- 
rence des valeurs de fonctions f{x) dans l'intervalle A. Alors 



{*) Cette proposition III est énoncée U'après M. Weierstrass qui la 
démontre et l'emploie dans ses cours. Elle est donnée sans démoiistration 
par M. Soliwai'z (Borch. Joniis. vol. 72, p, 141, sous la forme suivante : 
« Une fonction continue ç (ai) d'une variable réelle a; donnée dans un inter- 
valle a. ..b, les limites incluses, atteint is ra.a3timum g des valeurs qu'elle 
prend, au moins pour une valeui- a;„ de la variable, telle que ^('"11)^^ ff- * 
En tous cas, M, Weierstrass parait avoir le premier attiré l'attention sur 
la nécessité d'énoncer et de démontrer de semblables propositions. 
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la différence enlre/'(^ et A — 5„ n'est pas plus grande que r, ou 
la différence entre f{A) et A nest pas plua grande que t + 5j,. . 
Une clifTérence entre f{xj et A est donc impossible, car en 
ressetrant l'intervalle i on rend la quantité t -|- S^, aussi petite 
qu'on veut ei f{X) et A sont absolument indépendants de l'in- 
tervalle A. 

Quand on a f(a) =if{b), la construction numérique du point 
Xest tout-à-l'ait analogue. Si les deux valeurs extrêmes de 
l'intervalle ('1, i) sont elles-mêmes les limites supérieure et 
inférieure, le théorème devient une tautologie. 

On obtient dans le premier cas la proposition que voici : 
III a. Si une fonction ( {x) est conlinue dans un intervalle 
{a. Il), et gue l'on aUf(a) ::= ({b), elle devient égale dans cet 
tnleroalU â ses limites supérieure et inférieure pour des valeurs 
intermédiaires a <| x <; b, lorsque les valeurs {(a)^= ^b)ne 
sont pas elles-mêmes limites supérieure ou inférieure. Si par 
exemple, \\i)^z r(6) est limite inférieure, ^x) peut ne prendre 
cette valeur pour auicune valeur intermédiaire de ai, mais elle 
devient égale à sa limif supérieure pow quelque valeur inter- 
médiaire de X, si on n'a pas constamment f{a!) = {{a) ^z î(b). 

La construction numérique des points des lignes enveloppes 
est analogue et ne présente aucun intérêt nouveau de nature, 
(ïénérale. C'est pourquoi je ne m'attarderai pas plus longtemps 
là-dessus. {*) 

Dans le dernier chapitre de ces élémentsje considérerai une 
fonction non pas dans un intervalle déterniiné, mais pour un 
accroissement illimité de l'argument. Les propriétés générales 
de la marche de la fonction qu'on y trouvera concernent natu- 
rellement aussi la marche de la fonction dans le voisinage 
d'un point particulier de son argument. 



{•) On en trouve une étude plus serrée. Leip, Math. Ann.-tome XVIII 
p. 597. 
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CHAPITRE V 



marche linaledes foDctions 



65. — Principe général de convergence et de divergence et 
marcte finale des fonctions dont l'argument croît indéfiniinent. — 
Nous avons essayé dans le chapilre précédent de développer 
le concept de la correspondance de la fonction à l'argument 
au sens le plus large et avec une rigueur complète. Il nous a 
sorti de supposer fini l'intervalle dos valeurs d'argument. Si 
cet intervalle s'étend h l'infini et que des valeurs de fonction 
conLînuent toujours h y correspondre, les suites sans loi de 
l'Idéaliste reviennent tout de suite en question. Cependant 
i'examen de tout ce qu'il est possible d'imaginer dans la mar- 
che finale des fonctions, c'est-à-dire pour l'accroissement indé- 
fini de l'argument nous enseigne que, indépendamment des , 
intuitions IbndamenUles de l'Idéaliste et de l'Empiriste, cette 
marche finale possède certaines propriétés générales et qu'on 
y trouve sans exception certaines quantités et formes de varia- 
tion dont la détermination exacte, indispensable pour les 
considérations de limite et de convergence de toute nature 
forme l'objet de ce chapitre. 

Je place en tête le principe général de convergence,\<Toçv\éié 
de la marche finale des fonctions qui a pour conséquence 
l'existence d'une limite finie, déterminée, Uni f{œ). 

Nous étudierons à ce sujet les fonctions n ayant pas de 
limite finie déterminée, oii il intervient deux quantités fixes 
qui correspondent h la limite de la marche finale convergente, 
et dans cette marche deviennent égales entre elles et h cette 
limite. Ce sont les limites d'indétermination permettant de 
conclure par intuition au principe général de divergence, sui- 
vant lequel la marche finale des fonctions, où manque la pro- 
priété supposée dans le principe général de convergence, n'a 
pas non plus pour terme une limite finie et délerminée. 

Cette étude delà marche finale des fonctions, quia lourni 
les limites d'indétermination, poussée plus avant pour satis- 
faire à de nouveaux besoins, nous apprend que la marche finale 
de toute fonction oscillant d'une manière quelconque, se trouve 
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renfermée entre deux foncLions variant chacune dans un sens 
unique. Je les nomme enveloppes d'indétermination. 

Enfin nous aurons à considérer la vitesse avec laquelle les 
fonctions qui ne varient que dans un sens croissent ou décrois- 
aent. Là intervient le concept de sixltes de quantités Infinitaires. 

A part ce dernier point qui nous ramènera de nouveau 
aux intuitions fondamentales, les objets d'étude ci-dessus 
mentionnés ne se prêtent h la discussion de l'Idéaliste et de 
l'Empiriste que pour le concept de limite de constructions 
numériques ou de suites générales de valeurs discontinues ne 
variant que dans un sens, — et cela seulement en tant qu'une 
valeur exacte ou exacte à volonté est considérée comme limite. 
11 en estainsi en particulierdes raisonnements par lesquels nous 
établissons le principe général de convergence et de diver- 
gence. Nous pouvons ne pas distinguer à chaque pas les deux 
formes d'intuition, et parler des valeurs limites commele ferait 
l'Idéaliste. Je reviens là-dessus maintenant parce que nous 
mettons la dernière main au concept de limite. Son élément 
essentiel, quoique le plus simple, la 'imite de suites de valeurs 
discontinues ne variant que dans un sens, nous l'avons assigné 
au domaine du concept de grandeur, qu'on ne pouvait com- 
pléter que do la sorte d'une façon satisfaisante. Le concept de 
limite appartient donc en partie au concept de grandeur, seu- 
lement il a un contour plus vaste : il pose les conditions géné- 
rales sous lesquelles des phénomènes quelconques, dont on 
peut ramener la mesure à celle des quantités linéaires, ont ou 
non une limite. Ce sont ces conditions que contient le principe 
général do convergence et de divergence. 

Qu'on démontre ce principe à la manière do l'Idéaliste ou de 
l'Empiriste, les fondements derniers de l'analyse, les deux 
concepts de grandeur et de limite, sont complètement établis, 
et le professeur, qu'il écrive ou qu'il parle, n'a plus sujet de 
« parcourir à pas rapides l'introduction ù, l'analyse. » 

66. — Principe général de convergence et de divergence — 
RemaPïae préliminaire. — Nous avons déjii donné au prin- 
cipe général de convergence el de divergence la forme 
suivante : 

Si ta différence i (a:,) — f (ic) , a:, > ic, d partir d'une valeur 
suffisamment grande de x et pour des valeurs arbitraires de 
la différence x, — œ, reste au-dessous d'un nombre e/toisi 
aussi petit qu'on a voulu, la fonction f (ic) a alors une valeur 
limite délerm'née. Mais si, pour n'importe quelle valeur de œ, 
si grande qu'elle soit, on Irouhc pour f [x,) — f {x) {toujours 
x, > x) des va'eurs siipérieures à un petit nombre quelconque 
mais indépendant de la t>ariâtioh de te, f (œ) n'a pas de limite. ' 
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La fonction f (a;} n'est supposée soumise à aucune restric- 
tion. Je remarque expressément quo,pour plus de commodité, 
on peut supposer/ (37) donné pour toutes les valeurs particuliè- 
rea de l'argument, et par conséquent complètement déterminé 
{art. 57) — mais que nos raisonnements n'imposent jamais h. 
la fonction une telle restriction, Lors donc qu'il est question 
d'une fonction f [x) de (fl;),il ne s'agit que de valeurs de x pour 
lesquelles elle est donnée. J'ai en vue, entre autres, la fonction 
f{n) = W, + Mj + ... + M„ 

qui représente la somme de n premiers termes d'une série, et 
n'existe que pour des valeurs eulières de n. 

On peut donner du principe général une démonstration 
préparatoire, pour ne pas dire superficielle, faisant ressortir 
les points qu'il s'agit d'élucider. 

Soit donc /(ic) un processus ordonné suivant la variable j;, 
et supposé susceptible de prendre des valeurs supérieures à 
une quantité choisie à volonté, qu'elle admette ces valeurs 
d'une manière continue, ou bien par sauts, ou bien par valeurs 
isolées. Soient a;, et Xî deux valeurs de x. Si pour une quan- 
tité », aussi petite qu'on veut, il n'existe pas une valeur X de as 
suffisamment grand pour que la différence ((osi^ — /T'"') (^ S. 
Xi < iCj) ne puisse pas dépasser a, f{os) n'a pas une Umile finie 
et déterminée. Eh effet, s'il existait pour f^x) une pareille limite 
Y, il devrait exister, par définition de la limile une valeur Xde 
X suffisamment grande, pour que a; élaot supposé > JT, y — 
fl^x), et, par conséquent, y — {{ce,), y — /X^i), ne surpasse pas 
en vaieur absolue^- La différence de ces deux valeurs ne sur- 
passerait donc pas t en valeur absolue. 

Au contraire, s'il existe pour chaque quantité s, arbitrai- 
rement petite, une valeur Xde ce pour laquelle f{aii\ — fXjs^ 
[X <. Xi < Xi) ne surpasse pas s, le processus {fceja une limile 
finïëet déterminée. Car alors on aura 

f[x,) ■-n^^-'<o^ rt^i) - A^o + ^ 

ou bien 

CeU veut dire 1" que f\Xi) est enfermée entre des limites finies 
fixes, si grand que soitaja , de sorte que f^x) ne peut pas a; 
croissant indéfiniment, croître ou décroître efie-méme indéfi- 
niment ; 2° que l'oscLIlation de f\x) ne peut jamais dépasser 
2 *, quantité arbitrairement, petite, à partir de la valeur X, 
suffisamment grande. Et de ces deux faits on eonclul ii l'exis- 
tence de la limite Y. 
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La démonstration du principe de divergence que nous 
venons de donner est parfaitement exacte et doit sufïire à 
toutes les exigences pratiques. Seulement elle laisse subsister 
un certain vide. La divergence d'un processus peut dériver de 
tant de causes que notre dé m oust ration embrasse dans un 
même raisonnement, qu'on en reste pourtant h se demander 
sur quoi sa fonde en réalilé cette divergence. Ceci nous engage 
de nouveau à examiner géoméiriquement la marche finale des 
fonctions, comme si cette démonstration n'existait pas. 

La démonstration du principe de convergence au contraire 
n'est pas suffisante même pratiquenient. Car, nous fondant sur 
les deux faits que fXso) reste iinie et qu'à partir de valeurs 
suffisamment grandes de x, son oscillation devient arbitrai- 
rement petite, nous présumons avec la plus grande vraisem- 
blance l'existence de la limite ; mais il faut montrer comment 
elle s'ensuit avec nécessité. La démonstration n'est donc pas 
complète. 

Dans l'article suivant nous comblerons cette lacune qu'on 
ne saurait laisser subsister dans la démonstration d'un des 
tbéorômes les plus généraux et les plus imporlants de 
l'analyse. 

Pour développer ensuite tout le contenu du principe do 
divergence, nous renfermons dans ces limites fixes les diverses 
manières suivant lesquelles une fonction suit son argument 
jusqu'à l'infini : Nous reconnaissons ainsi d'un poinf de vue 
plus éievé dans quelle circonstance se présente la chose 
particulière qui se nomme limite, et parvenons alors à une 
réelle intelligence dn principe général. 

67. —Principe géaéral de coiivergeHCe avec des propositions 
eomplé mental res. — C'est donc la variation de la difl'éronce 
/■/"ic,) — flx), Ti ^o!, X croissant indéfiniment, qui établit une 
première classification pour la marche finale des fondions. 

La première proposition de convergence est la réciproque 
d'une conséquence iaimédiale de ta propriété essentielle de la 
limite. Si f (x) croissant indéfiniment, a une limite y, c'est-à- 
dire si des différences de la forme y — f{x), y — f(a!,) ont 

la limile zéro, quand x, x^, .... prennent une suite quelcon- 
que de valeurs croissant sans limite, — alors zéro est aussi la 
limite de la différence / {x.) — /' [x] de deux pareilles difîéren- 
cesy— Z'f'a;), y — /'(«'i ). La réciproque s'énoncera ainsi ; 

I , Si la diffi-renee f (x,)— f [x), Xi> x,ie croîsnant indéfini- 
ment, a pour limite zéro, il existe une quantité y telle que y — i{x) 
a aussi la limite zéro pour la même variation de x. 
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Démonstration. — Puisque fice^)— / (x) peut devenir aussi 
petit qu'on veut pour des valeurs de x sulfisammentgrandes, 
fixons une valeur a:' telle que pour ip' < a; <^a;i ,1a valeur 
absolue de f (x,) — f (x) no dépasse pasTne quantité s' choisie 
aussi petit qu'on aura voulu. Le valeur de f{co) tombera alors 
pour toute valeur x > x' daas l'intervalle ( fx] - 1\ f(œ') +t'). 
Posons /Xw') — e' = it, f {x') + e' — p". Fixons ensuite x" > x' 
telle que pour a:" _<ic < x,, la valeur absolue /■ (ar,) ~ f (x) 
ne dépasse pas ë''~< t. La valeur /"(j;) tombera alors, pour 
X > x\ dans l'intervalle ( f(x'') — i", f(x") + e" ). Celui-ci 
peut ne pas appartenir tout entier à l'inlervalle (a', g'), mais une 
seule des valeurs f (a-'') — t" , f (_3i") -\- s," peut tomber en 
dehors de (se', p'). Dâsignons par {«", p") la partie de l'inler- 
valle {f{3i")~t'\f{x')-{-t")qm appartient à ('i.' f) f [x) 
reste à partir de a; =: x", dans l'intervalle (a" pj, qui est <2i". 
De cette façon nous pouvons assigner à f (œ) des intervalles de 
plus en plus petit. Fixons a/" > ce" de telle façon que la valeur 
absolue de la différence /(a;') — /"(a;), pour (b"'<^ a; < oti ,ne 
dépassent pas e'" <; s", et désignons par ( œ™,p"'yTa portion de 
l'intervalle /"(œ'") — e™, / (a/") -j- «'") qui apparlieol h. ( a" p" ). 
Aparlirdea;—^",/ (a;.' variera dans l'intervalle (a" P"')< 3 s"', 
et ainsi de suite. Les suites de valeurs a', a", *'",... p', p', p'".,, 
qui ne varient qu{: dans un sens ont chacune une limile, et ces 

limites sont égales si e', e", i'", ont pour limite zéro. Soit 

y la limite commune a^ix a et aux |3. On pourra toujours indi- 
quer une valeur a; de a; assez grande pour que, x éiant > x, 
la valeur absolue dey — /"Ca;) reste au-dessous d'une quantité 
petite fixée d'avance 2 1. On a s'' < s <eM-*», de mêmeœ — x^'K 

Si la fonction f (x) n'est constante dans aucun intervalle de 
l'argument, cas qui n'est pas exclu de la démonsiralîon précé- 
dente, les valeurs x', x", a?'", . . . .croissent inflnimeni .C.Q.P.D, 

On peut encore démontrer la proposition autrement, on 
construisant numériquement la limite T. Toutefois la démons- 
tration précédente, qui n'est pas longue, satisfaita le lecteur. 

11 y a une proposition assez générale, sans l'êlre autant 
que I, qui est souvent utile; c'est la proposition III derarticle 
46, étendue des valeurs discontiouos aux fonctions, 

II . Une fonction f (x), ne variant que dans i*n sens ei gui 
reste comprise entre des limites finies, possède toujours une 
limite déterminée quand l'argument croît indéfiniment. 

A une époque, où je considérais celte proposition comme 
un axiome devant former le concept propre de limite, je me 
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donnai beaucoup de mal pour en déduire la proposition I. Je 
voulus me persuader que la proposition II est le premier prin- 
cipe. Toutefois entre ces deux -là et celle qui est relative à la 
limite de suites de valeurs discontinues variant dans un sens 
unique, il existerait plutôt le rapport que voici : La dernière 
est en réalité le premier principe, en tant qu'elle permet de 
passer des limites les plus élémentaires qu'on peut imaginer, 
comme les limites de fractions décimales posées par nous 
comme fondement, aux propositions générales I et II. Mais 
l'expression la plus générale comprenant tous les cas parti- 
culiers est certainement la proposition I. 

La limite dont II affirme l'existence dans les conditions 
énoncées peut sans difficulté se représenter numériquement, 
comme nous allons le montrer. Mais les hypothèses qu'énonce 
celte proposition peuvent se ramener aussi facilement à celles 
de la proposition I. Voici une démonstration concluante de la 
proposition II. 

Supposons que f{x) augmente sans cesse pendant que a; 
croit indéfiniment, qu'elle ne dépasse pas une quantité fixe, et 

?u'elle ne reste jamais invariable à partir d'une valeur de x. 
I y a a4ors dans tous les cas un plus grand multiple a, de 
l'unité de longueur que /■(»:) dépasse en croissant, sans quoi 
cette fonction croîtrait au-delà de toute limite. La fonction f{x) 
ne peut pas atteindre le multiple suivant, car elle devrait alors 
le dépasser en vertu de l'hypothèse qu'elle ne reste jamais 
constante. Partageons maintenant l'étendue qui s'étend de a^ 
à «a 4- i en dixièmes de la longueur unité. Il y a alors un 

plus grand multiple «i de -rj: f«, < 10) qui sera dépassé par 
f{x) — «a , tandis que a, -|- 1 dixièmes ne seront pas atteints, 
f{ce} varie ainsi, à partir d'une valeur suffisamment grande de 
ce, entre œ, a, , et a.„ ai -j- 1. Puis elle varie, à partir d'une 
valeur plus grande de co, entre «„ «i «a et k„ «i «2 -|- 1, etc. 
Soit 



Quand /'(a:), poura' — a!p adépassé la quantité a„, « 
on a. pour x >■ a.y 

v.a. «I «3 . . . "p <: f(x) < «f, a, 0.2 . . . (Cp + 1 

ou f{x] — %o, =^i «2 ■ . . . «p < JQ^ 

On a aussi 



y Google 



Si donc on retranche celle deuxième différence de la précé- 
dente, on a i forliori 

et on peut rendre celle différence aussi petite qu'on veut, en 
prenanl p assez grand , el, par conséquent, en choisissant assez 
grande la limite inTérieure des valeurs de x. Y est dont la 
limile de f(x), C. Q. F. D. 

De ce que f (ic) croissant constamment ne dépasse pas une 
limite finie on àeduira la condition de la proposition I, à savoir 
quef[xi) — \\x),CBi £f X, quand x croît indéfiniment a ptur 
limite zéro. Si, en effet, il n'existait pas de valeur ;<;' telle que 
pour »'<»«' xi, la différence f{x,) — ï{œ) ne dépasssât plus 
une quantité «, prise aussi petite qu'on aurait voulu, il y aurait 
nécessairement pour toute valeur de x, une valeur plus grande 
aîi, pour laquelle /i;a!i} — /(a) <> e. Et si on forme une suite 

illimitée de pareilles valeurs x, a-i, Xi, de f(x,) — /l^x) > e, 

résulte f(xi) — f[T,) > e, etc. de sorte que f(x) croîtrait indé- 
finiment, ce qui est contre l'hypothèse. 

J'ajoule h celle élude du principe de convergence des 
propositions oomplépenlaires, La condition de la première pro- 
position, que f{s:i) — t'(x) doive tomber au-dessous de toute 
limile, peut-être parfois, surtout dans lo cas de variables 
imaginaires , avantageusement remplacée par une autre , 
comme on va le voir. 

III. — Si le quotient ft-y a pour lim I grand x et Xi crois- 
sent indéfiniment, f[x) passade toujours une limile. Seulement 
f{x) peut aussi, sans que cette r.ondilion soif remplie, avoir une 
limite, si zéro ett cette limite. Alors, au lieu du quotient simple 
c'est "if 'i 'V "^ ' °" "^ '^ ""^ valeur arbitraire, qui apour lim 1. 

Si (^Û a pour limite 1, f{n) m peut croître au-delà de toute 

limite, car pour x, > x, ce quotient pourrait prendre une suite 
da valeurs aussi grandes qu'on voudrait. Mais si f(xj ne peut 
crotlre au-delà de toute limile, d résulte de l'égalité 

fX^>) ^ „ n^ù - {f«) ■ 

que f{xi) — /■(?) il pour lin zéro en même temps que '-^ — 1. 
Puis de 

rM - f{x) = i\«) + . Cfefe - 1 ) 
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il Tésulte/que le second facLeur s'évanouit en mBme temps que 
A^O — /(^)i ^^ réciproquement. 

IV. — Si la différence de dem? fonctions f{ie,) — f {x) tombe 
au-dessous de toute limite quand x et Xi croissent indéfiniment, 
f{ai) et <f (a;) onl chacune wne limite, et ces limites sont égales, 

Onae suppose auouoe relation entre x&iasi. Qu'elles soient 
égales ou inégales, /j^a:,) — f{a-) doit avoir pour limite zéro. 
Ecrivons 

f{cc,) - ç (iC) ^ /ïx.) - f{x) + [1{x) - f (X)] 
f{x,) ~<f{x]=^ lx>) ~<i(ço) + [/(a;,) - f (x,)] 

li s'ensuit que /(ce) et <fi (ai) ont chacun une limite, et de lim 
(/{ai) ~~ (f {x) ^ résulte que ces limites sont égales. 

Nous en avons fini avec le principe général de convergence. 
La discussion du principe de divergence exige maintenant que 
nous considérions la marche finale des fonctions qui n'ont pas 
de limite. Il intervient là, au lieu d'une limite, deux valeurs 
limites que j'ai appelées limites d'indétermination, et dont il 
est question dans 1 article suivant. 

68. —Limites d'indétermination. — La fonction /(j::) ne peut 
évidemment, quand œ croit indéfiniment/ que posséder une 
limite ou n'en point posséder. 

Dans le second cas, /\x) peut ou bien prendre des valeurs 
qui, en grandeur, soif dans le sens > o, soit dans le sens <^ o, 
soit dans les deux, laissent en arrière toutes limites, ou bien 
/\x) devra nécessairement rester comprise entre des limites 
déterminées, et puisqu'elle ne doit pas avoir de limite, oscillera 
indéfiniment. 

Examinons de plus près le dernier cas. On sent que, de 
quelque manière que se fasse cette oscillation, elle doit, suivant 
les vues de l'Idéaliste, finir par se produire entre des limites 
déterminées Des éclaircissements précis sur une pareille 
marche finale de fonction sont fournis par la proposition 
suivante relative aux limites d'indétermination, par sa démons- 
tration et les considérations qui s'y rattachent. 

V. — Si une fonction f[ic), a; croissant indéfiniment, reste 
comprise entre des bornes âmes, il existe deux quantités fixea 
U et 0, entre lesquelles îi^x) oscille à partir de valeurs suffisam- 
ment grandes de œ; ou bien elle en approche autant qu'on veut, 
ou bien- elle finit par les dépasser d'aussi peu qu'on veut; ou 
bien enfn, sans les dépasser, elle leur est égale un nombre 
indéfini de fois. 

Ces quantités r/ et 0, nous les nommerons limites d'indé- 
termination de la fonction f{x}. 
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Tout d'abord il doit y avoir pour chaque valeur de x une 
plus petilo quaiiLité o (x), que ne dépasse plus f{x + ?), ai 
grand qu'on imagine l, puisqu'on suppose que /'(x) ne peut 
pas croître indélinimenf. (Art. 64, I et complémenls). La quan- 
tité o{x), quand w augmente, ne croit pas, parce que c'est la 
plus peiite que fUc) ne dépasse pas. Mais alors comme elle ne 
peut tomber au-dessous de toute limite, il existe nécessaire- 
ment (art. 67) une quanlilé déterminée 0, telle que — o{x-i-l) 
puisse tomber au-dessous de toute limite pour a: suffisamment 
grand. Nous nommerons la limite supérieure d'indélermi- 
nalion. — On arrivera de même à l'existence de la limité 
inférieure f d'indétermination. — C. Q. F. D. 

A cette démonstration de l'existence des limites d'indéter- 
mination et f/je joins quelques éclaircissements et quelques 
exemples. 

1. — Gomme nous le monlrera un examen plus approfondi 
h. propos des enveloppes d'indétermination, il y a tout d'abord 
au point de vue de la fonction (-{a;} deux cas à remarquer. Ou 
bien f[x), pour,c suffisamment grand, admet dans rintervallo 
[x, 00 J une limite supérieure, qui lorsque x croU indéfiniment 
reste invariable dans ce cas o(i) est constnnle et égale ù, 0, 

gui est alors la limite supérieure d'indétermination de f{x). 
u bien la limite supérieure de f(os) dans l'intervalle (*, oo) 
diminue quand x augmente : C'est le cas où o{x) est variable 
et ne l'ait que diminuer jusqu'à 0. 

Pour parler comme l'Idéaliste, la fonction f(x) oscille fi 
l'infini entre les valeurs et U, auxquelles elle redevienL sans 
cessé égale. 

2. — On a coutume de dire d'une fonction dont les limites 
d'indélerminalion et 6''difl6renl (car elles peuvent aussi être 
égales) qu'elle est indéterminée pour œ ~ oo , Lorsqu'elle est 
continue, cela signifie qu'elle prend un nombre illimité de fois 
toute valeur derintervalle (i7+ e, + si), où e et si , qui 
peuvent s'annuler, sont d'autant plus petits que les arguments 
sont pris plus grands. On peut exprimer cela analyLiquement : 

km (\œ) — -^ h J —2 — 

oÙlJ représenle toute valeur de l'intervalle (— 1, -\- 1). C'est 
dans le signe qu'est renfermée l'indétermination de la limite. 

Si au contraire f{x) n'est pas continue, elle peut ne pas 
prendre toute valeur comprise entre et U, et alors j ne dési- 
gnera que + 1 et — 1, ou bien ces deux valeurs ainsi qu'un 
nombre convenable de valeurs intermédiaires. 

Il n'est peut-être pas superflu de faire remarquer la difîé- 
reoce qu'il y a entre le signe ^ et le signe ordinaire 0, qui, 
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chez Gauchy, désigne d'habitude une valeur mconnue entre 
zéro et 1, pa-r exemple, dans les considérations sur le reste, où 
une valoui" comprise entre œ et a? -|- A est désigné para; 4- ©A, 
< < 1. Cette ignorance subjective marquée par 0, d'une 
valeur déterminée appartenant à un inlervalle connu, est natu- 
rellement tout-à fa^t distincte de l'indétermination objective 
représentée parj. 

3° Poui' donner quelques exemples de limites d'indétermi- 
nation, soit d'abord f{x) := ces i. x. f{iii) oscillera entre — 1 et 
-f 1, prendra ces valeurs un nombre illimité de fois, mais n'ira 

pas au-delà. Si on pose ensuite /(a;) — e ^ cos f.:«. et f(x)-= 

e*cos a a;, les limites d'indétermination de ces fonctions seront 
les mômes, seulementla première n'aiteindrajamais les valeurs 
— 1, + 1, la deuxième les dépassera toujours. Dans les fonc- 
tions qui ont — 1 et + 1 pour limite d'indétermination, la 
limite est^'. Ainsi 

l„^„^^ i — 1 ■ 1+1 _ . 

Je citerai ensuite des fonctions qui ne varient que par sauls 
brusques. Nous pouvons en définir de telles que f{x) pour 
fK^x <i, n -\- i [n étant un nombre entier) ait une va- 
leur" constante ç(n), où f est une fonction donnée. Posons, 
par exemple, ç (n) = sln n —, f{x) aura encore ies limites d'in- 
détermination -(-1, — 1, si wi est pair. Au contraire, si m est 
impair, les limites d'indétermination sont + (l — S'^^ij— ). — 

Lorsque on posetf [n] = w, -|- Ma + + M„,c'est-ii-dire 

f (n) =: la somme des « premiers termes d'une série, les 
limites d'indétermination s'introduisent dans la théorie des 
séries, oîi elles rendent des services tout particuliers. 

Géométriquement on représentera les limites d'indétermi- 
nation par deux parallèles à o œ, d'ordonnées C'etO. La fonction 
/(œ) qui, si elle est représentable, est une ligne s'étendant à 
l'oo dans le sens de a; ^ o, peut d'abord avoir une variation 
quelconque; elle finit par se renfermer de plus en plus dans la 
bande comprise entre U et 0, si elle ne s'y trouve pas tout 
d'abord, 

69. — Principe général de divergence. — Nous pouvons 
maintenant démontrer géométriquement le principe général 
de divergence qui s'énonce ainsi : 
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VI. — Si la différence f(a!i) — i{x) ne reste pas au-dessous 
d'une quantité aussi petite qu'on veut pour toutes les valeurs 
X et X, supérieures à une valeur de grandeur suffisante, {{!.•] n'a 
pas de limite déterminée. 

Pour le démontrer, examinons [ous les cas possibles dans 
la marche finale des fonctions. Quand f{x) croît ou décroît au- 
delà de toute limite, /(a^i) — f{œ) peuE toujours 61 re aussi grand 
Su'on veut. — Si en second lieu /(ic) varie entre des bornes 
nies, et que les limites d'indéterminations et Cqui alors 
existent toujours soient différentes, /(ic) (înissanl parêlre aussi 
voisines qu on veut de et f, la différence /{a:,) — /(y), i»i >a;, 
peut devenir d'autant plus voisine de la différence — U que 
œ est plus grand. 

Enfin supposons et f7 égales entre elles. Si o {x) et u {^) 
désignent les limites supérieure et inférieure de /(ic) dans 
l'intervalîe (cç, q^), on a dans ce cas. 

Km = o{ce) — Um u (,v) — ~z U 

Mais puisqu'on a toujours o{x)>f(x) > u (a], quand 
0= U,\b. différence f(œi)~f [x) doit avoir la limite zéro, 
pour X et Xi infinis. 

Il y a ainsi 3 cas possibles : 

l°La fonclion /" (;») ne varie pas entre des bornes finies 
déterminées. 

2" Elle virie entre des bornes finies déterminées, mais ses 
limites d'indétermination sont différenles. 

3° Elles sont égales entre elles. 

Dans le 3™ cas seulement, d'après ce qui précède, la limite 
de f (a), ) — f{x) est nulle, de quelque façon que x et Xi crois- 
sent indéfiniment. Si f(xi ) - f{x) se comporte autremeni, on 
ne sera pas dans le 3"' cas f{ii:) aura alors des limites 
d'indétermination différentes y et Î7, ou bien, en général, elle ne 
variera pas entre des bornes finies ; et dans ces deux cas, te 
processus infini représenté par f{x) (>st appelé divergent. 

Par là le principe général de divergence est mis en évidence 
et la connexion entre la marche finale des fonctions et celle de 
la différence / (xi) — f(x) se trouve établie en toute généralité. 

Nous avons été conduit par cette démonstration à des 
considérations générales sur la marche des fonctions à l'infini, 
que nous ne pouvons pas encore arrêter là. Les limites d'in- 
déterminalion sont déjà des points fixes parmi la multiplicité 
que présente la marche de la fonction. Mais il surfit de pénétrer 
un peu plus avant dans les possibilités qu'embrasse cette 
multiplicité pour découvrir encore des lignes fixes qui accom- 
pagnent à l'infini toute variation, ai osoillanle et si accidentelle 
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qu'elle soit ; cela pormeL h maintes éludes analytiques sur la 
convergence de faire abslraclion des oscillaLions et leur 
conserve l'avantage de n'avoir affaire qu'à des tondions variant 
dans un sens unique. Les lignes lixes qui sont propres à toute 
variation illimitée, je les nomme enveloppes d'indétermination. 
En voici la description et la théorie. 

70. — Théorie des enveloppes d'iadétermination. — Nous ne 
soumettons actuellement la marche des fonctions à aucune 
restriction : / {x) peut rester flnie ou dépasser toute borne. 
Tous les cas possibles que peut présenter sa marche sont de 
trois sortes : 

i° Ou bien f {x) atteint, si x croit à partir d'une valeur suf-. 
lisamment grande»;, des valeurs revenant constamment qui 
sont supérieures à toutes les précédentes depuis ic. L'Idéaliste 
dirait que, <» étant supposé > X, f (a;) ne prend que pour 
01 :^ 00 sa valeur (inie la plus grande possible ou sa valeur in- 
finie. C'est là la première espèce de variation des fonctions. 
Où bien /'(*). quand x croît, prendsans cesse des valeurs qui 
ne sont dépassées par aucune valeur suivante. — Gela fournit 
les deux autres espèces de variations de fonctions : 

2° /"i^) prend sans cesse, a; croissant, des valeurs qui ne 
serontjamais plus atteintes. 

3" f{J^) atteint sans cesse, à partir d'une valeur X de a; 
une certaine valeur qui, pour de plus grandes valeurs de 
l'argument, sera toujours atteinte mais non pas dépassée. 

Ces distributions permettent de resserrer en général la 
variation illimitée des fonctions entre des fonctions ne présen- 
tant pas d'alternative de croissance ou de décroissance. 

1. Dans le premier cas, faisons croître <e à partir d'une 
valeur X sufilsammenl grande et construisons une fonction 
toujours croissante 0(ic), comme il suit : 

Soit d'abord X, la 1'^ valeur de i" < X, pour laquelle l{x) 
n'est pas moindre que pour une valeur précédente quelconque 

de x(X<x < X,). Dans l'intervalle X X,, soit 0{x)— f[x) 

Soit ensuite 0(33} HZ /(ic) pour toutes les valeurs ic (à partir 
de Xi) pour lesquelles t\x) est plus grande que pour toute 
valeur antérieure de ^. Pour les autres valeurs <e, 0(x) est 
toujours égal à la dernière valeur (*•) qui était égale à f(x]. 

2. Si /{x), X croissant, prend sans cesse des valeurs qui ne 
seront plus atteintes, soit X la 1" de ces valeurs. Dans ce cas, 
définissons une fonction 0(ic) n'augmentant jamais, telle que 
(ic) :z: /"(a;) pour toutes les valeurs qui rendent /(x) plus 
grand qu'il ne sera désormais. Pour les autres valeurs de 



y Google 



- 209 - 

x> X, soil 0(.fi} égale à lai" valeur suivante de f{x), qui sera 
égale à 0{œ). 

3. Si f{a;), à partir d'iino valeur X de œ, prend sans cesse 
une valeur qui sera do nouveau toujours atteintft, mais jamais 
dépassée, soit 0[ie} égale à cette valeur. 

Dans la construction que je viens de décrire, j'ai en vue de 
mettre hors de doute do la manière la plus rapide et la plus 
générale l'existence dépareilles lignes renl'ormant à l'infini 
tout procossus illimité. Mais il existe évidemment des Fonctions 
en nombre infini variant dans un sens unique, qui se compor- 
tent exactement de la même manière à l'égard de la marche 
finale de /"(a;). Le point essentiel doit être maintenant placé 
dans cette manière de se comporter, et la nature des envelop- 
pes d'indétermination importe peu pourvu qu'elles fournissent 
les mêmes r JsuUats que celles décrites plus haut. Détermi- 
nons donc le concept des enveloppes d'indétermination par îa 
proposition suivante : 

VII. — Soit donné une fonction quelconque î(x) d'un argu- 
ment X que nous faisons croître indéfiniment, il existe alors 
toujours deux fonctions (x) et U (^r) guipossèdenl les propriétés 
suivantes : 

1. Chacune de ces fondions varie dans im sens unique mais 
peut aussi être constante. 

2. X croissant sans limite, (œ_) — f (ic) s'annule un nombre 
illimité de fois aussi bien que î{x) — U {x). 

3. On a toujours {x) > ï[x) > U (ce), mais dans le seul cas 
oU {{x) elle-même varie dems un sens unique (a;):r:f (ic) =: \]{x). 

4. Lorsque les fondions (x) et U(j;) ont des limites, ce sont 
les limites d'indétermination ei U rfe ï{x]. 

Toute fonction possédant les 4 propriétés précédentes doit 
s'appeler enveloppe d'indétermination. La fonction f(x) oscille 
entre elles. Par enveloppe on entend ordinairement, au sens 
de Monge, des figures imaginées autrement que nous venons 
d'indiquer. Toutefois on me passera cette dénomination à 
cause du caractère enveloppant dos fonctions 0{x) et U(x). 

Mon concept des enveloppes d'indétermination va déjà 
nous servir pour décrire rapidement la marche des fonctions. 
En effet, 

1. Les enveloppes peuvent, toutes deux dans lo sens > o 
ou toutes deux dans le sens < o, ou l'une dans le sens > o, 
l'autre dans le sens < o, dépasser toutes bornes. 

2. L'une peut dépa&ser toute borne, > o ou < o, l'autre 
avoir une limite. 

14 
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3. Elles peuvent avoir chacune une, limite. 

4. Elles peuvent être identiques l'iinG à l'autre et à la fonc- 
tion f{x), quand celle-ci varie dans un sens unique. 

5. Leurs limites peuvent être égales. 

Ce sont là des distinctions très -générales. On peut ensui'e 
se demander si les ionclions approchent de leui's limites en 
croissant, en décroissant ou en restant constantes. 

On peut compter d'après cela 24 espèces de marches de 
fonction, en comptant pour un le cas oh. 0{x) et U{oi) ont la 
même limite et celui oEi la variation de f{x) est à sens unique. 
Représentons par a, d, a les mots augmentant, diminuant, 
constant entre des limites finies, et par + «> • — oo l^'s expres- 
sions au-delà de toute borne positive, de toute borne négative. 
Voici les 24 cas : 





(œ) 


U{x) 






+ œ 


— ce 


1 




— 00 


— CD 


1 




+ G0 


— GO 


1 




+ C0 


adc 


3 




adc 


~CO 


3 


> u 


adc 


adc 


9 


0= u 


a de 


adc 


1 



24 



Pour l'applicaLion il suffira d'avoir présente à l'esprit la 
distinction antérieure en 5 cas, et ces 24 serviront à compléter 
l'image. 

Je donne encore à la On de cet article quelques exemples 
d'envoloppes d'indétermination. Considérons les fonctions 



Poui 



la prcffiiôrc on peut poseï 



0(..)=«T/(,«)=-e 



Pour la deosième (^) = e 
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PûUfk Ifoisièûio, Oiœ)— 0—1; U {x) ~ U—l. 
Pour e-—~i cas x, on a 

quantité qui s'évanouit un nombre illimité de fois, mais n'est 
jamais négative, de sorte que les conditions de la proposition 
VII sont remplies. 



Les enveloppes d'indétermination de — cos x sontdi — 
et les limites d'indéterminaiion sont = Î7 ~ o. 

71. — Marclie finale à sens unique des fonctions et pantachie 
Inflnitaire. — Le cas d'une fonction f (x) variant elle-même 
dans un sens unique dans lequel on a O (ic) ;= U [x) = f (aj), 
est très important, car à celte variation à sens unique se ratta- 
che tout ce qui a trait à la croissance et à la décroissance' rela- 
tive des fonctions. 

Une fonction à sens unique peut dépasser toute borne 
> o ou < o, ou bien elie peut avoir une limite unie. Dans Je 
1" cas, il suffit d'étudier la marche rroîssanie de la fonction; 
dans le second, on peutsupposerque zéroest lalimite, car il 
sufHra, si la limite n'est pas nulle, de la retrancher de la 
fonction pour être conduit à la limite zéro. Mais les fonctions 
à sens unique qui ont pour limite zéro pouvant être considé- 
rées comme inverses de celles qui croissent indéfiniment, nous 
pouvons nous borner ici à considérer les dernières. 

Il s'agit donc tle fonctions qui, pour parler comme l'Idéa- 
liste , deviennent infinies en ne faisant jamais que croître. La 
théorie de la vitesse relative de cette croissance est l'objet du 
calcul inflnitaire que nous développerons plus tard. Je ne 
donnerai ici de cette théorie que les éléments nécessaires pour 
les concepts fondamentaux de la théorie générale des fonctions 
dont ce chapitre termine l'étude. 

Représ entons -no us une série de fonctions croissant cons- 
tamment et indéfiniment et considérons- en deux quelconques, 
/"(a?) et --f (x). On dii'a que / {x) croît plus rapidement que 9(1»}, 
si à partir d'une valeur J" suffisamment grande de a;, /"(;»)> ijn», 
— et si la différence /"(a;) 'f (a;) augmente aveca.-. Les applica- 
tions donnent h cet accroissement diversement rapide des 
fonctions un intérêt particulier si la fonction /"(ai) qui croît le 
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plus vite présente une supériorité de vitesse telle que le quo- 
tienl 'j~! croisse également sans limite. 

Le langage cle l'Erapiriste convient si peu à la nature pro- 
pre du sujet quinous occupe, il serait si traînant, qu'ici au 
moins nous nous promettrons d'appliquer la terminologie de 
l'Idéaliste. Nous savons très bien maintenant ce qu'ilnous faut 
entendre par là.et nVst-ce pas un avantage bien naturel de no- 
tie étude des principes, qu'elle donne, corenne toute explication 
fondamentale, libre carrière non-seulement à l'idée mais k 
l'expression, 

fia-] ... 

Suivant que le quotient — 7—; aura la limite infinie ou 

nulle, nous dirons : fi^x) a un infimplus grand ou plus petit 
que * {x) ; et si ce quotient a une limite différente de zéro et. 
de l'infini, / {x) et tp {x) ont un infini égal. Nous écrirons. 

f{co)inf. > ç lx),f iœ) inf. < cp, /"(a;) inf= ç {ce), pour 
dire : 

Um ^-H:^ c«, lim ^,~ 0, < Hm g, < «, 

ou bien, /(ic) a un infini supérieur, inférieur, égal à celui de 
<f(x). 

J'appelle les relations f {x) inf = <( {x) égalitésou inégalités 

in/initaires. Elles comportent des opérations multiples qui sont 
i'objetd'une espèce propre de Ciiicul, du calcul infinitaire. Je 
me contente de mentionner ici ce lait immédiat que des rela- 
tions. 

f(x)inf> r, {r)'i{x)inr>'^.(x).Hx) inf-l.ix), on 
conclut également celles-ci : 

±1 ±1 

/ [x] ç (x) inf > f, [x] ç, (X), f ix] 1 (^) inf. > f (x) \ {x), 
et, suivant que f{x] inf > A [x), ou inf ^l [x], 
f(x)±\ix)inff{x)±K{^)- 

J'observe encore en passant queles mêmes désignations et 
formules s'appliquent aux fonctions qui décroissent indéfini- 
ment jusqu'à zéro. Pour exprimer les relations Hm tj^\^= 

ou f (&■) inf <.tix), on dira f [x) a un zéro plus petit que f {x). 
La grandeur des infinis conduit évidemment à un principe 



y Google 



- 213 — 

d'ordination pour les Fonoliongcroîs^antconstamment. On peut 
les ranger en une série 

... Me,]. ..r. 14 ■■■(.{'). ■■■ 

telles que chacune ait un inûni plus grand que toutes les pré- 
ciSdentes et que toute fonction entrant dans la suite y ait une 
place déterminée. 

Si on pose Log ^e = Ix. llx=^ l^x, Ulx =: I3 x, etc., la 
série suivante est de ce genre : 

11) X 

X |j.la7 
. . .[l,^f...{l.i:r...{l,xt...cc'\..'^"'...,f" ...1. 

Le quotient de chacune de ces fonctions par une de celles 
qui précèdenL à lalim.oo 

Dans ces fonctions et dans de pluscoraplexes, qui appar- 
tiennent au domaine analytique d'opération déduit du concept 
de puissance, on trouve les limites de quotients on les rame- 
nant & l'un des quotients -r— où — , qui peuvent également se 
ramener l'un à l'autre par substitution. Si on donne pour base 
au concept de l'exponentielle e' la série il — — est le quo- 

tient fondamental et sa limite ou celle du quotient général e 



Puisque maintenant xn—M, si grand que soit M et si petit 
que soit X, finit par devenir > 0, quand n croît, la limite 
cherchée est ^ . Soit, par exemple, à réduire le quotient : 



et devient infini avec x d'après ce qui 
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Dans la série prâoédente J les paramÈtros [*,[».,, ... x 
désignent des nomhreg positifs quelconques. Chacune des 
foncLiou3 qui s'y trouvent désignées représente donc une suite 
inûnie ou une paotaclile complète de fonctions isolées. Mais la 
série J peut être encore enrichie de fonctions de bien des ma- 
nières. Par exemple, voici un moyen : Soient deux fonctions 
u\, v% satiaiaisant à l'inégalité înlinilaire mi mf <it2 , et soit 
«2 ^: «i î.' on a ; 

u, inf < w. v^{tv] {l,v,) . . . (l„v) inf < u, , 
ott Ml inf < 1, et où les m représentent des nombres posiliis 
quelconques. H est facile de justifier successivement ces for- 
mules. De cette façon on peut intercaler entre deux fonctions 
quelconques diverses suites dautres fonctions. 

Un autre procédé pour insérer des,fonclionsdans la série J 
consiste h mettre des fondions à la place des paramètres. Ainsi 
pour <|j.<l;metil/>o, ona 

M {la>f 

{Ix) inf<l{xiy mf<x . 

Pour pou qu'on réflécliisse h ces expressions analytiques, on 
voit qu'à l'aide de ces deux procédés d'insertion, la série J 
représente un ensemble qui peut dépasser de beaucoup n'im- 
porte quel autre. 

■ Tout bien considéré, je crois en effet que la pantachie 
complète des quantités linéaires n'est pas égale en puissance 
(au sens de M. Cantor) à l'ensemble des infinis. La pantachie 
infiniiaire, comme cette dernière succession doit s'appeler, est 
un ensemble comp'ètement déterminé. Toutes les fonctions 
qui, substituées à /'i(aî) dans l'égalité inÛnitaire f{x) înf -zz 
fi{^)i y satisfont, forment avec /ït») une quantité mflnitaîre, 
un 'ffoint infinitaire, et ces points, si nombreux qu'on les ima- 
gine, forment une suite de séries- complètement déterminée. 
Sans doute une pareille définition n'assigne pas tout de suite 
aux points inÛoitaires un lieu géométriquement re présentable, 
comme aux quantités de la pantachie complète. Toutefois cela 
tient à ce que la pantachie complète des quantités correspond 
immédiatement à la représentation des quantités, tandis que 
la pantachie complète inflnitairea pour fondement des repré- 
sentations moins simples. Mais à 1 égard de l'essence même 
de la pantachie complète des quantités, le lieu qu'occupent les 
individus de la pantachie est tout-à-fait accessoire, car il peut 
être diversement modifié par la correspondance adoptée pour 
la fonction. La pantachie inSnitaire a de commun avec l'autre 
cette propriété essentielle que ses points ne peuvent être 
rangés en séries que d'une manière. 
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Nous pouvons concevoir la pantachîe inûiiilaire h la manière 
de l'Empirisle et de l'IdâalisÈe.L'Empiriste y voit comme nous 
l'avons indiqué, une masse d'individus qu'on doit rendre de 
plus en plus compacte. Pour l'Idéaiiste c'est un continu in^- 
nitaire. analogue au continu des nombres, qu'on peutconcevoir 
de même, quoique moins simplement, comme un ensemble de 
points sur une ligne, Il faut poser la condition que pour deux 
individus quelconques / (a;) et/'i(ai), du l'aisceau de courbes 
ascendantes, la différence f{x) — /ij'w), lorsque a; augmente, 
ne change plus de signe. Considérons alors les points d'inter- 
section d'une perpendiculaire èi l'axe des a? avec les courbes 
ascendantes. A cause de la condition précédente, et pour que 
les logarithmes supérieurs partent de l'axe des x, nous 
devons reculer cette droite à 1 infini : 

Les points de la ligne rejetée à l'infini sont donc pour 
l'Idéaliste l'équivalent géométrique de la panlachie infinitaire. 

Il serait diFBcile do comparer, à l'égard de leur puissance 
relative, au sens de M. Cantor, lapantachie infinitaire atecla 
pantachie complète. Dans tous les cas, les deux ensembles 
sont évidemment quelque chose de tout-à-fait différent. La 
correspondance élément à' élément qui a un sens très clair 
dans les ensembles dénombrables est ici inconcevable. 
Dé.jà selon les apparences, la pantachie infinitaire, pour 
l'Idéaliste comme pour rEmpiriste.osl beaucoup plus complexe 
que la pantachie complète. Des fonctions contenant un nombre 
illimité de paramètres, dont chacun désigne une panlachie 
complèle, peuvent être insérées entre deux individus quelcon- 
ques de la pantachie, puis de nouveau entre deux individus 
quelconques de la nouvelle suite, etc. 

Toutelois plus que de pareilles suppositions, les résultats 
auxquels je suis parvenu dans mes « Paradoxes du calcul 
infinitaire » me conduisent h considérer comme de nature 
différente les deux pantachies. On découvre ià une différence 
essentielle entre la marche vers un infini particulier de la 
pantachie infinitaire et une valeur particulière de la pantachie 
complète. Nous pouvons exprimer ainsi ia proposition : Vers 
une valeur particulière x d'une panlachie complète tendent, en 
aussi grand nombrequ'on veut, dessuites da valeurs dénom- 
brables telles que les différencos entre ar et les valeurs 
tendant versa; des diverses suites tombent au-dessous du 
toute limite. Au contraire, étant donné un infini f {x), il n'y 
a pas de suite de fonctions il;, (ic), la (*'),-.. satisfaisant, par 
exemple, b.\ik relalions 

.-,, (,.).■«/■< t. (i).»/< .... i«/'<rw 
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telles qu'on ne pourrait donnerd'aulres suites ^ia:() m/" C^^a {x] 

inf < inf ^ /'(•'")' dont tous les individus eussent un 

infini plus grand que les '^(x). 

C'est là une différence de nature qui semble ne permettre 
aucune correspondance élément à élément entre la suite infi- 
nitaire et la suite des quantités. 

M. Cautor paraît supposer qu'il n'existe d'ensembles que 
de deux puissances, à savoir : de la puissance des nombres 
entiers et de celle de tous les nombres ; et il faut convenir qu'il 
y a beaucoup de vraisemblance qu'il en soit ainsi pour les 
quantités linéaires. Mais quand on va au-delà, la chose paraît 
être moins sûre. Ainsi, comme je viens de l'exposer. Je suis 
fermement convaincu, quoique ne disposant pas d'une véritable 
démonstration, que la pantachie infinitaire est d'une puissance 
supérieure à celle de tous les nombres. 
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CftDsiiIératidns finales 
sur iamétapliysique des concepfs analytiques fondainentaui 



J'ai déjà dit qu'en analyse le concepl de limite, plus exaele- 
menl \a question de l'existence de la limite, joue uii rôle ana- 
logue à celui que joue en géométrie la fameux axiome d'Euolide. 
et il est utile d'insister un peu sur colXe comparaison. 

En géométrie, c'est-à-dire dans la science des rapports 
existant entre les positions de points, entre Hgnea, surfaces et 
corps, — pour établir rigoureusement les propositions et les 
théories, on est finalement ramené à certaines propositions 
fondamentales intuitives, qu'on nomme les axiomes de la 
géométrie. Ces axiomes sont bien des vérités d'intuition, c'est- 
à-dire dont la rigueur ne soulèvera p.is le moindre doute dans 
un esprit naïf ; mais ils ne possèdent nullement îa lumineuse 
certitude de perceptions immédiates, et, quand on y regarde 
de plus près, il est impossible, ou au moins difficile de les 
relier sans lacune à de telles perceptions par un enchaînement 
satisfaisant de représenlaiions, en un mot de les démontrer. 
Ils sont d'ailleurs do diverse nature. Ainsi l'axiome « la liqne 
droite est le plus court chemin entre deux points» n'est pas 
un axiome proprement géométrique. L'examen montre que le 
concept sur lequel il est fondé, celui de la possibilité de reclifier, 
est analytique, parce qu'il cache un passage à la limite. Si 
on veut voir an axiome dans l'existence delà limite, la propo- 
sition sur la longueur minima de la ligne da l'onction de deux 
poinls en est un également. Sinon cette proposition se démon- 
tre. L'axiome propre de la géométrie pure est celui des paral- 
lèles, équivalent à la proposition que la .somme des angles d'un 
triangle vaut deux droits : vérité fondamenlale, pour laquelle 
le chemin reliant la certitude de l'affirmation générale à colles 
des perceptions immédiates était longue et difficile à trouver. 

Lesortdecbt axiome d'Euclide est connu. La connais- 
sance de ce fait qu'il n'est pas une Conditio sine qua non 
pour une géomélrie systématique, en faisait une vérité d'expé- 
rience, dont Riemanu a dévoilé la vraie signification par son 
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analyse du concepL de l'espace. Il partait ainsi d^un axiome 
qu'ensuite M. de Helmoltz a ramené à notre représentation du 
mouvement relatif. Quelques résultats utiles et surprenants 
que l'analyse et la géométrie puissent encore tirer de celte 
soufce récemment découverte, il semble qu'elle se trouve 
déjà remontée Jusqu'à son point de départ dans le monde 
de la perception, que, à l'aide des recherches mentionnées, le 
concepL de l'espace ait été analysé dans ses traits essentiels 
suivant la méthode de l'Empiriste, et que par suite, l'axiome 
fondamental de la géométrie se frouve expliqué par la même 
méthode. En tous cas, nous faisons pour le moment cette 
hypothèse. 

Voici donc ce qu'il faut dire dos principes fondamentaux de 
la géométrie. Euclide, avec son axiome, a frappé juste. 
D'abord posé comme principe non démontré, il fut reconnu 
récemment comme vérité d'expérience et fmalement fut ratta- 
ché par une dépendance qu'on n'avait pas soupçonnée au 
concept d'espace. Le problème était donc extrêmement vieux, 
mais la solution en était très difficile. Les recherches sur cet 
axiome constituent en géométrie comme un épisode, qui, bien 
que d'une très-grande importance, n'a pas sur ceite science 
d'autre effet que de lui fournir ainsi qu'à l'analyse, de nouveaux 
sujets d'étude, sans sortir pourtant de l'ancien concept de 
grandeur. 

En analyse, les choses se comportent autremenl. Cette 
science est toute récente et ceux qui l'ont créée ont tout de 
suite tourné leurs efforts vers les problèmes les plus élevés. 
Semblable à un conquérant impétueux, l'analyse a porté au 
loin sa bannière victorieuse, sana se soucier d'assurer ses 
'conquêtes. Mais la tendance propre à la deuxième moitié de 
ce siècle de parvenir à une vue plus profonde des fondements 
de nos connaissances a gagné aussi les analystes. Lorsque 
grâce à Gauss qui le premier osa inviter è donner des fonde- 
ments vraiment solides aux vérités mathématiques, puis grâce 
aux travaux de Cauchy. d'Abel et de Dirichlet, on eut appris à 
conoaitre la jouissance ineffable que donne une mathématique 
rigoureuse, on sentit un besoin impérieux de posséder une 
semblable mathématique. L'iUusion que cachaient maintes 
conclusions tout récemment encore admises sans conteste devint 
évidente, on trouva des résultats d'opération contredisant les 
vues les plus généralement adoptées : l'intérêt se tourna alors 
du côté de la métaphysique des concepts fondamentaux. Aussi 
les travaux actuels donnent au lecteur une tout autre impres- 
sion que ceux du siècle dernier ou du commencement de ce 
siècle. C'est pourquoi je suis convaincu que l'analyse d'aujour- 
d'hui tant qu'elle ne l'ait que combiner, à l'aide de nombres, 
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des qnanULés connues, déterminÉes ou laissées indéterminées, 
comme cela a lieu en algèbre, dans la théorie propre des 
fonctions, dans les intégrales définies, etc., bref, tant que le 
dualisme du concept de grandeur n'intervient pas, notre ana- 
lyse, dis-je, ne satisfera pas moins les maihématioiens des 
siècles futurs que cens d'aujourd'hui. On ne pouvait en dire 
autant jusqu'ici, comme j'y ai plusieurs fois insisté, d'autres 
théories teîies que le calcul différentiel et diverses questions 
de la théorie générale des fonctions, — et ce sont ces domaines 
que j'oppose à la géoméirie. Là, l'axiome correspondant à 
celui d Euclide et dont l'établissf.ment résout l'énigtfîe aux 
mille formes, n'était pas connu. Eh bien, mon Idéalisfe et mon 
Empiriste sont d'accord sur ce fait que lecontenu du concept 
de limite fournit ce principe d'ordination, manquant jusqu'ici, 
des concepts analytiques fondamentaux. Mais cette signification 
lui a jusqu'ici éte'si peu assignée, que l'Idéaliste n'a assuré- 
ment rien fait de superflu en montrant que l'eKislence de la 
limite doit avant tout être démontrée. 

Le concept de limite est à ce dualisme qui dissipe toute 
obscurité dans le même rapport que l'axiome d'Euclide au 
concept d'espace, avec cette différence que dans les fonde- 
ments de l'analyse la difficulté consistait à trouver l'axiome 
essentiel dout la solution donnait tout le reste, sauf à le 
retrouver dans les cas particuliers, tandis qu'en géométrie on 
connaissait depuis longtemps l'asiome essentiel, c est l'analyse 
du concept d'espace, la clef de l'axiome, qui a été la grande 
difficulté. Et, en opposition avec l'axiome géométrique, ce 
dualisme mis au jour par le concept de limite reste k son tour 
un guide profond dans l'étude des fondements de l'analyse. 
Son influence se fait sentir dans toutes les parties du principe 
de convergence et de divergence, et en oulre, pnriout où des 
dépendances auortiioïdes sont à considérer. Au contraire, les 
groupes de représentations élémentaires du concept d'espace 
peuvent être jugés à la manière del'Idéaliste et de l'Bmpiriste, 
sans que ce dualisme en géométrie ait joué aucun rôle, du 
moins jusqu'ici. 

Notre étude des concepts analytiques fondamentaux ne 
répond pas à toutes les questions que suscite le phénomène 
de l'analyse avec ses relations étonnantes, exprimées par des 
symboles dépourvus de sens en eux-mêmes. 

C'est tout d'abord l'extension des opérations simples en un 
nombre quelconque d'éléments, et l'accumulation des opéra- 
tions qui donne à réfléchir. Car, s'il est possible d'expliquer 
naturellement par le concept de grandeur des règles comme 
la multiplication des fractions, qui sont difiiciles'à moliver 
par l'arithmétique pure (art. 18), ce concept semble refuser ses 
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